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1 Einfiihrung

Das Wort Martingal hat mehrere Bedeutungen. Es steht fiir Hilfsziigel beim Zaumzeug eines
Reitpferdes, welches zu starke Kopfbewegungen des Pferdes verhindert, aber auch fiir ein die
Takelage bei Segelschiffen absicherndes Seil.

Vor allem bedeutet es aber wohl eine Spielstrategie beim Roulettespiel, im Provenzalischen ge-
nannt ,jouga a la martegalo“. Diese Strategie besteht in der jeweiligen Verdoppelung des beim
vorausgegangenen Spiel verlorenen Einsatzes, um somit zu einem unbestimmten Zeitpunkt alle
Verluste zu egalisieren und einen sicheren Gewinn zu machen, unerschopfliches Vermogen, un-
erschopfliche Zeit, und Nichtexistenz eines Hochsteinsatzes vorausgesetzt.

In der Mathematik beschreiben Martingale ,,faire Spiele®. Weiters spielen sie eine zentrale Rolle
in der Untersuchung von Konvergenz von Zufallsvariablen.

Ziel dieser Arbeit ist es zunéichst Martingale in diskreter Zeit zu definieren. Dazu wird die
Theorie zu bedingten Erwartungswerten in aller Kiirze wiederholt. Danach folgen einige Kon-
vergenzaussagen iiber Martingale, sowie Martingale in stetiger Zeit. Am Ende soll das Girsanov-
Theorem formuliert werden. Dazu werden kurz Brownsche Bewegungen besprochen und in Ka-
pitel 5 folgt dann eine Einfiihrung in das It6-Integral.

2 Wiederholung von Martingalen in diskreter Zeit

In diesem Kapitel soll kurz die Theorie zu bedingten Erwartungswerten , zu Martingalen in
diskreter Zeit und zu Stoppzeiten in diskreter Zeit, sowie deren wichtigsten Eigenschaften wie-
derholt werden ([STEEL], Kapitel 2,4 und [WILL], Kapitel 9,10).

2.1 Der bedingte Erwartungswert

Sei X eine integrierbare Zufallsgrofie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P). Aus der

elementaren Wahrscheinlichkeitsrechnung ist bekannt, dass fir jedes A € F mit P(A) # 0 gilt

E[X]|A] = IE[P),((;})A], wobei 1 die Indikatorfunktion bezeichnet. Ist G nun eine Teil-o-Algebra von

F, so stellt sich die Frage was unter dem Ausdruck E[X|G] zu verstehen ist.

Definition 2.1. (bedingter Erwartungswert): Ist X eine Zufallsvariable und G eine Teil-o-
Algebra von F, so heifit eine Zufallsvariable Y der bedingte Erwartungswert von X gegeben G,
wenn:

1. Y G- messbar ist,
2. Y integrierbar ist, und

3. E[X -14] = E[Y - 14] fiir alle A € G.

Man schreibt dann Y = E[X|G]. Fiir eine messbare Zufallsvariable Z definieren wir E[X|Z] :=
E[X|o(2)].

Es gilt, dass der bedingte Erwartungswert P-fast sicher eindeutig ist (vergleiche Williams Kapi-
tel 9), man spricht daher auch oft von einer Version des bedingten Erwartungswertes. Es stellt
sich jedoch die Frage nach der Existenz des bedingten Erwartungswertes.

Ist G endlich, das heifit wird G von endlich vielen Atomen A1, As,..., A, erzeugt, dann kann
man den bedingten Erwartungswert von X gegeben G anschreiben als:

E[X|G] =) ax-1a,, (2.1)
k=1
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wobei gilt, dass

[ BIX|4y] falls P(Ay) £0
k= 0 sonst

Man iiberpriift leicht, dass (2.1) die Bedingungen des bedingten Erwartungswertes erfiillt.
Eine weitere Moglichkeit den bedingten Erwartungswert zu konstruieren, beginnt mit der An-
nahme, dass eine Folge von endlichen Partitionen {G,|n € N} von 2 existiert, sodass {Gp41} fur
alle n € N eine Verfeinerung von {G,} ist, und sodass G die kleinste o-Algebra ist, die alle G,
enthilt. Diese Annahme ist sehr mild und lésst sich in vielen héufig verwendeten Wahrscheinlich-
keitsrdumen leicht iiberpriifen. Sei nun G, die kleinste o-Algebra, die G,, = {A1, Aa, ..., A, }
enthélt. Definiert man nun den bedingten Erwartungswert E[X|G,] genau wie in (2.1) fiir jedes
n € N, so bekommt man eine Folge von Zufallsvariablen Y;,, welche gegen eine integrierbare
Zufallsvariable Y konvergiert (siche Steele Kapitel 4). Diese Zufallsvariable ist ein Kandidat fiir
E[X|F].
Eine dritte Moglichkeit den bedingten Erwartungswert zu konstruieren, wéiren orthogonal Pro-
jektionen im L2. Ist X € L%(Q, F,P), so existiert eine fast sicher eindeutige Zufallsvariable
Y € L?(Q,G,P), fiir die

IX=Ylb=  min _[IX - 2]}

Z€L2(Q,6,P)

gilt, wobei ||.||2 die Norm ist, die vom inneren Produkt < XY >:= E[X - Y] induziert wird.
Man nennt so ein Y beste Approximation von X in L?(2, G, P) und tatsichlich erfiillt Y auch
die Bedingungen des bedingten Erwartungswertes.
Das néchste Lemma beinhaltet die wichtigsten Rechenregeln mit bedingten Erwartungswerten.

Lemma 2.2. (Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes): Seien X und Y integrier-
bare Zufallsgroien auf (2, F,P), a und b zwei reelle Zahlen und H und G zwei Teil-o-Algebren
von F. Dann gilt:

1. Linearitét: E[a-X +b-Y|G] =a-E[X|G] +0b-E[Y|G].

2. Ist X G-messbar so gilt E[X|G] = X fast sicher.

3. E[ E[X|G] | = E[X] fast sicher.

4. Ist Y G-messbar und E[|XY|] < oo so gilt E[XY|G] =Y - E[X|G] fast sicher.
5. Turmeigenschaft: Ist H C G so gilt E[ E[X|G] |H] = E[X|H] fast sicher.

6. bedingte Jensen’sche Ungleichung: Ist ¢ : R — R eine konvexe Funktion so dass
E[¢(X)] < oo gilt, dann ist

E[$(X)|G] > #(E[X|G]) fast sicher.

2.2 Martingale in diskreter Zeit

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) sei {X,,|n € N} ein stochastischer Prozess in dis-
kreter Zeit, also eine Folge von Zufallsvariablen.

Definition 2.3. (Martingale in diskreter Zeit): Der Prozess {X,|n € N} heifit Martingal
beziiglich einer Folge von Zufallsvariablen {Y,|n € N} wenn folgende drei Bedingungen erfiillt
sind:



1. Fiir alle n > 1 existiert eine Funktion f, : R” — R sodass f,(Y1,Ys,...,Y,) = X,,
2. E[|Xp]] <oo Vn>1und

3. E[X,41|Y1,Ys, ..., Y, ] = X, fir alle n > 1.

Die erste Bedingung bedeutet nichts anderes, als das X,, messbar ist beziiglich der von Y7, Ys, ..., Y,
aufgespannten o-Algebra o(Y1,Ys,...,Y,). Definiert man F,, = o(Y1,Y2,...,Y,), so bildet die
Folge {F,|n € N} eine Filtrierung auf (Q2, F,P) und Bedingung 1 heiit dann, dass die Folge
{X,|n € N} adaptiert ist an {F,|n € N}. Man sagt auch {X,,|n € N} ist ein Martingal beziiglich
der Filtrierung {F,|n € N}.

Bedingung 3 aus der obigen Definition kann also geschrieben werden als E[X,,41|F,] = X,, fur
alle n > 1. Setzt man F,, = o(X1, Xo, ..., X;,), so kann diese Gleichheit nun so interpretiert wer-
den, dass ein Martingal ein faires Spiel ist. Der Erwartungswert einer zukiinftigen Beobachtung
zum Zeitpunkt n + 1, gegeben, dass alle Beobachtungen bis zum Zeitpunkt n bekannt sind, ist
gleich der Beobachtung zur Zeit n.

Das néchste Lemma beinhaltet die fundamentalsten Eigenschaften von Martingalen.

Lemma 2.4. Ist {X,|n € N} ein Martingal beziiglich {F,|n € N} so gilt:
1. E[X,|Fk] = Xk, wenn k < n.

2. E[X,] = E[X;], fiir allen > 1.

Beweis

1. Aus der Turmeigenschaft folgt unmittelbar
E[Xn+1|fnfl] — E[ E[Xn+1|Fn] |~7:n71] = E[anrnfl] = anla
woraus Behauptung 1 durch Induktion folgt.

2. Aus Lemma 2.2 Punkt 3 folgt
E[Xy] = E[ E[Xp11|Fn) | = E[Xp41],

was zU zeigen war.

Intuitiv ist klar, dass ein faires Spiel nicht unfair werden kann, in dem man sich vorher iiberlegt
wie hoch man die Einsétze in einem spéteren Zeitpunkt wihlt. Diese Intuition fithrt uns zu
einem wichtigen Satz, der zeigt, wie man aus alten Martingalen neue gewinnen kann. Davor
sei noch an die Definition eines vorhersehbaren Prozesses erinnert: Man nennt eine Folge von
Zufallsvariablen {A,|n € N} vorhersehbar beziiglich der Filtrierung {F,|n € N}, wenn Ay kon-
stant ist und A,, F,,—1-messbar ist fiir alle n > 1.

Satz 2.5. (Martingaltransformation): Ist {X,|n € N} ein Martingal beziiglich {F,|n € N}
und {A,|n € N} ein beschriankter, vorhersehbarer Prozess beziiglich {F,|n € N}, so ist der
Prozess {X,|n € N}, definiert durch

5(7) =0 und )’(\; = Al(Xl —Xo) —|—A2(X2 —Xl) + .- +An(Xn _Xn—l)



auch ein Martingal beziiglich {F,|n € N}. Dieser neue Prozess {X,|n € N} wird Martingal-
transformation von {X,} beziiglich {A,} genannt.

Beweis Offensichtlich ist {5(\;|n € N} F,-messbar, und die Tatsache, dass die A,, beschrénkt
sind, garantiert, dass X,, endlichen Erwartungswert hat. Auflerdem gilt

E [Xvn - Xn_1|fn_1] = E[An - (Xp — Xp-1)|Fu1] = An - E[Xp — Xn_1|Fn1] =0,

was aus den Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte und aus der Martingaleigenschaft folgt.
Die letze Gleichung impliziert auch E [Xn|,7:n,1], was den Beweis abschlieft. W

Bemerkung 2.6. Statt )?;L = A1(Xy — Xo) + A2(X2 — Xo) + -+ + Ap(X,, — Xj—1), wird auch
oft (A - X), geschrieben und als diskretes stochastisches Integral bezeichnet.

2.3 Stoppzeiten und gestoppte Martingale in diskreter Zeit

Ein sehr wichtiger Begriff in der Wahrscheinlichkeitstheorie und auch in der Martingaltheorie
ist der einer Stoppzeit.

Definition 2.7. (Stoppzeiten in diskreter Zeit): Eine Zufallsvariable 7, die Werte in
Np U {oo} annimmt, heifit Stoppzeit beziiglich der Filtrierung {F,|n € N}, wenn

{we|7(w)<n}ekF, firalleneN gilt.

Im folgenden wird statt {w € Q | 7(w) < n} einfach nur {7 < n} geschrieben.

In Gliicksspielen kann eine Stoppzeit so interpretiert werden, dass sie eine Regel beschreibt, an
die man sich halten kann, um mit dem Spielen aufzuhoren. Offensichtlich kann so eine Regel
nicht von dem Ausgang eines zukiinftigen Spieles abhidngen. Das folgende Beispiel soll diese
Interpretation ndher bringen.

Beispiel 2.8.

Ein Gliicksspieler startet mit einem Anfangskapital von 10 Euro und absolviert Spiele, bei de-
nen er mit 50-prozentiger Wahrscheinlichkeit einen Euro gewinnt und ansonsten einen Euro
verliert. Die Wartezeit, bis der Spieler sein gesamtes Geld verspielt hat, und somit gezwungen
ist aufzuhoren, ist dann zum Beispiel eine Stoppzeit beziiglich der natiirlichen Filtrierung des
Experiments: zu jedem Zeitpunkt weifl der Spieler, ob er bereits Pleite ist oder nicht. Dagegen
wire die Wartezeit bis zum Augenblick seines vorletzten Spiels keine Stoppzeit: in dem Moment,
wo man sein vorletztes Spiel absolviert, weifl man noch nicht, dass das néchste Spiel das letzte
sein wird.

Jetzt wo wir Stoppzeiten und Martingale definiert haben, ist es an der Zeit beide zu kombinieren.

Definition 2.9. (gestoppte Zufallsvariable): Ist {Y,|n € N} eine Folge von Zufallsvariablen
und 7 eine beschrénkte Stoppzeit beziiglich einer Filtrierung {F,|n € N}, so nennt man

o0
YT = ZYk]l{T:k}
k=0

die mit 7 gestoppte Zufallsvariable.



Definiert man sich nun zu einer beliebigen Stoppzeit 7 eine neue Stoppzeit durch n A 7 :=
min{n, 7}, so ist diese beschrénkt und fir jeden Prozess {Y,|n € N} ist dann die Folge von
gestoppten Zufallsvariablen {Y,,x-|n € N} wohldefiniert und wird der mit 7 gestoppter Prozess
genannt. Der néchste Satz zeigt, was passiert, wenn ein Martingal auf solche Art gestoppt wird.

Satz 2.10. (Optional Stopping Theorem): Ist {X,|n € N} ein Martingal beziiglich der
Filtrierung {F,|n € N} und 7 eine Stoppzeit beziiglich {F,|n € N}, dann ist der gestoppte
Prozess {X,a-|n € N} auch ein Martingal beziiglich {F,|n € N}.

Beweis Zunichst sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Xy = 0 (ansonsten betrachte
X;L = X, — Xp). Als niichstes definieren wir Ay := 1754y =1 — I;<;_1) und sehen, dass der
Prozess { Ax|k € N} beschrankt und vorhersehbar beziiglich der Filtrierung {F,|n € N} ist, weil
T eine Stoppzeit ist. Jetzt gilt

Z Ak : (Xk - kal) = XT ' ]l{rgnfl} + Xn ' ]l{‘rzn} = Xn/\Ta
k=1

was leicht einzusehen ist. Man sieht, dass { X,r-|n € N} eine Martingaltransformation von { X, }
beziiglich {A,} ist und somit ein Martingal ist. W

Aus dem Optional Stopping Theorem folgt insbesondere E[X:7,] = E[X(], was so interpretiert
werden kann, dass man in einem fairen Spiel keinen Gewinn machen kann. Diese Gleichheit gilt
allgemeiner fiir Stoppzeiten 7, die nur endlich viele Werte annehmen.

2.4 Sub- und Supermartingale in diskreter Zeit

Wir erweitern die bisherigen Ergebnisse, um auch Aussagen iiber Spiele treffen zu kénnen, die
giinstig beziehungsweise ungiinstig fiir eine Partei sind.

Definition 2.11. (Sub- und Supermartingale in diskreter Zeit): Ist {F,|n € N} eine
Filtrierung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) so heifit eine integrierbare und an
{Fn|n € N} adaptierte Folge von Zufallsvariablen {X,|n € N}

e Submartingal beziiglich{F,}, wenn E[X,,+1|F,] > X, fiir alle n € N gilt, beziehungsweise

e Supermartingal beziiglich{F,}, wenn E[X,,1|F,] < X,, fir alle n € N gilt.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass Submartingale giinstige Spiele beschreiben und Super-
martingale ungiinstige Spiele.

Offensichtlich ist {X,|n € N} ein Submartingal beziiglich {F,,}, genau dann wenn {—X,,|n € N}
ein Supermartingal beziiglich {F,,} ist. Deswegen werden im Folgenden nur Submartingale be-
sprochen. Alle diese Aussagen lassen sich dann sinngeméfl auf Supermartingale iibertragen.
Man erhélt folgendes Lemma fiir Submartingale.

Lemma 2.12. Ist {X,|n € N} ein Submartingal beziiglich {F,|n € N} so gilt:
1. E[X,|Fk] > Xk, wenn k < n.

2. E[X1] <E[X2] < ....



Weiters gilt, dass wenn {X,|n € N} ein Martingal beziiglich {F,|n € N} und ¢ eine konvexe
Funktion ist, dass dann {¢(X,,)|n € N} ein Submartingal beziiglich {F,|n € N} ist.

Beweis Punkt 1. und 2. beweist man analog zu Punkt 1. und 2. aus Lemma 2.4. Die dritte
Aussage folgt aus den bedingten Jensen’schen Ungleichung:

E[¢(Xn+1)‘fn] > ¢(E[Xn+1‘fn]) - (b(Xn)a

was den Beweis abschliefit. W
Ein Analogon zu Lemma 2.5 ist gegeben durch das folgende Lemma.

Lemma 2.13. Ist {X,|n € N} ein nichtnegatives Submartingal beziiglich {F,,} und {A,|n € N}
ein beschrénkter, vorhersehbarer Prozess beziiglich {F,,}, der nur die Werte 0 und 1 annimmt,
so gilt fiir den Prozess {X,|n € N}, definiert durch Xo =0 und

Xp=A1(X1 — Xo) + A2(Xo — Xo) + -+ An(Xp — Xpm1):

E[X,] < E[X,].

Beweis Da A Fi_1-messbar ist, und nur die Werte 0 und 1 annimmt, folgt aus der Submar-
tingaleigenschaft von {X,,}

E[Ag - (Xp — Xp—1)|Fr—1] = Ap - E[( Xy — Xp—1)[Fr—1] < E[(Xp — Xp—1)|[Fr-1]-

Bildet man iiber diese Ungleichung den Erwartungswert, so erhélt man aus Lemma 2.2 Punkt
3
E[Ag - (X — Xp—1)] < E[(Xy — Xp—1)]

Summiert man iiber alle 1 < k < n auf, so erhilt man letztendlich:

E[X,] < E[X,] — E[Xo] < E[X,],
was den Beweis abschlieft. W

Die Interpretation von Lemma 2.13 ist folgende: Spielt man ein , giinstiges* Spiel { X, }, so sollte
man auf keinen Fall eine Runde aussetzten (A = 0), da sonst die Erwartung eventuell sinkt.

2.5 Martingalkonvergenz

In diesem Kapitel wird untersucht unter welchen Bedingungen ein Martingal {X,,|n € N} fiir
n — oo , in welchem Sinne auch immer, konvergiert. Eine wichtiges Hilfsmittel wir dabei die
sogenannte Up-crossing Ungleichung sein. Zunéchst folgt eine Definition.

Definition 2.14. (Up-Crossings): Ist S = {¢|0 < i < n} eine Folge reeller Zahlen, so
definieren wir die Anzahl der Up-Crossings auf dem Intervall [a, b] von S als die grofite natiirliche
Zahl k, sodass 2k natiirliche Zahlen 0 < i1 < j1 < iy < jo < -+ < i < Jr < n existieren, fiir
die die Elemente der Menge {c¢;, |1 < s < k} kleiner oder gleich a ist und fiir die die Elemente
der Menge {c¢;,|1 < s < k} grofer oder gleich b ist.



Jetzt definieren wir fiir ein Submartingal {X,|n € N} eine Zufallsvariable N, (a,b) als die An-
zahl der Up-Crossings von {Xj(w)|l < k < n} auf dem Intervall [a, b].

Satz 2.15. (Up-Crossing Ungleichung): Ist {X,|n € N} ein Submartingal, so gilt fiir alle

alle a < b
EKXn - a)+] )

b—a
Beweis Der Beweis ergibt sich durch Anwendung von Lemma 2.13 und kann in Steele Ka-

E[N,(a,b)] <

pitel 2 nachgelesen werden. W

Mit der Up-crossing Ungleichung ist es nun nicht mehr schwer unsere erste Konvergenzaussage
zu beweisen.

Satz 2.16. (Martingalkonvergenz fiir L'-beschrinkte Martingale): Sei {X,|n € N} ein
Martingal beziiglich {F,} und es existiere eine Konstante B < oo, sodass E[|X,,|] < B fiir alle
n € N gilt. Dann existiert eine Zufallsvariable X, mit E[|X|] < B und

P(nm Xn:Xoo>:1.

n—oo

Beweis Fiir a < bsei Ny (a,b) wie oben definiert. Dann gilt klarerweise, dass NV, (a, b) monoton
wachsend ist, und somit existiert N(a,b) := lim,_,oc Nyp(a,b). Aus der Up-Crossing Ungleichung
und dem Satz von monotoner Konvergenz folgt:

E[N(a,b)] = lim E[Ny(a,b)] < —— supE[(X, — a),] < 214

n—00 — @ peN ~— b—a

< 00 (2.2)

Das wiederum impliziert P(N(a,b) < co) = 1.
Definieren wir nun fiir a < b Ay, durch

Agp = {w € Q| liminf X,,(w) < a < b <limsup X,,(w)},

n—oo

so folgt aus Ungleichung (2.2) P(A4) = 0. Die Tatsache, dass die Vereinigung abzéhlbar vieler
Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, liefert nun

Pl U Aa|=0
a,beQ, a<b

woraus folgt, dass X,, fiir n — oo fast sicher gegen eine Zufallsvariable X, konvergiert, das
heifit P (limy, .00 X, = Xoo) = 1. E[| X|] < B folgt unmittelbar aus E[|X,,|] < B fiir allen € N
und dem Lemma von Fatou. W

Satz 2.14 kann noch etwas verallgemeinert werden, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.17. (Martingalkonvergenz fiir LP-beschrinkte Martingale): Sei {X,|n € N} ein
Martingal und es existiere eine Konstante B < oo, sodass E[|X%|] < B, p > 1, fiir alle n € N
gilt. Dann existiert eine Zufallsvariable X, mit E[|X%|] < B und

P ( lim X, :Xoo> =1, und lim || X, — Xl = 0.
n—oo

n—oo
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Beweis Fiir den Beweis wird auf Steele Kapitel 6 verwiesen. B

Man beachte, dass im Fall von p = 1 im Allgemeinen keine L'-Konvergenz vorliegt.
Ein wichtiges und effektives Hilfsmittel in der Martingaltheorie, ist der Begriff der gleichmé#figen
Integrierbarkeit.

Definition 2.18. (Gleichmdifiig integrierbar): Eine Menge H von integrierbaren Zufalls-
grofen heift gleichméfig integrierbar (oder auch gleichgradig integrierbar), dann und nur dann
wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

Jimsup B [1x)2) =0

Ein Grund, warum die obige Definition so hilfreich ist, zeigt das néichste Lemma.
Lemma 2.19. Ist {X,|n € N} Martingal beziiglich {F,,|n € N}, dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. {X,|n € N} ist gleichmé&Big integrierbar.

2. Es existiert ein integrierbares X, fiir das gilt

P (lim X, = Xo) =1, und lim E[X, - X|] = 0.

n—oo

3. Es existiert ein integrierbares Y fiir das gilt: X,, = E[Y|F,,] fast sicher und fiir alle n € N.

Ist einer dieser Bedingungen erfiillt, so kann die Zufallsvariable Y aus Punkt 3 als fast sicher
Limes des Martingals {X,,|n € N} gew#hlt werden.

Beweis Der Beweis kann in Fichelsbacher auf Seite 35 nachgelesen werden. W

Bemerkung 2.20. Martingale, fiir die Punkt 3 aus Lemma 2.19 erfiillt ist, nennt man abgeschlos-
sene Martingale.

3 DMartingale in stetiger Zeit

Ziel dieses Kapitels ist es, die Definition und Sitze aus Kapitel 2 sinngeméfl in stetiger Zeit
zu formulieren. Fiir die Beweise, wird ein ,Standard Trick“ beniitzt, der eine Art diskrete
Approximation darstellt.

3.1 Definition von Martingalen und Stoppzeiten in stetiger Zeit

Die Definition von Martingalen (und auch von Sub- und Supermartingalen) in stetiger ist sehr
dghnlich zu der in diskreter Zeit.

Definition 3.1.(Martingale in stetiger Zeit): Sei {X:|0 < t < oo} ein stochastischer
Prozess in stetiger Zeit und

{F1|0 <t < oo} eine wachsende Folge von o-Algebren, also eine Filtrierung in stetiger Zeit.
Dann heifit der Prozess { X;} Martingal beziiglich {F;}, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt
sind:
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1. X; ist F;- messbar fiir alle 0 <t < oo, das heifit {X;} ist adaptiert an {F;}.
2. E[|X¢|] < oo fiir alle 0 < ¢ < o0.
3. E[X}|Fs] = X, fast sicher, fiir alle 0 < s <t < 0.

Submartingale und Supermartingale werden analog definiert.

In stetiger Zeit sind besonders die Martingale {X;|0 < t < oo} interessant, fiir die ein N C 2
existiert, mit P(NN) = 0, sodass die Funktion ¢ — X;(w) fur alle w € Q\N stetig ist. Solche
Martingale nennt man auch stetige Martingale. Stetige Sub- und Supermartingale werden ana-
log definiert.

Stoppzeiten in stetiger Zeit werden wie folgt definiert.

Definition 3.2. (Stoppzeiten in stetiger Zeit): Man nennt eine Zufallsvariable
T : @ — R U {oo} Stoppzeit beziiglich einer Filtrierung {F|0 < ¢ < oo}, wenn folgende
Bedingung erfiillt ist.

{r <t} eF firallet>D0.

3.2 DMartingalsitze in stetiger Zeit

Jetzt da Martingale und Stoppzeiten in stetigier Zeit definiert sind, ist es an der Zeit, das Op-
tional Stopping Theorem in stetiger Zeit zu formulieren. Dazu definieren wir wieder fiir einen
stochastischen Prozess {X;|0 < ¢ < oo} und eine Stoppzeit 7 die gestoppte Zufallsvariable X,
auf der Menge {w € Q|7(w) < oo} durch X, (w) = Xy(w), wenn 7(w) = t.

Satz 3.3. (Optional Stopping Theorem in stetiger Zeit): Ist {X;|0 <t < oo} ein stetiges
Martingal beziiglich einer Filtrierung {F;|0 <t < oo}, welche die usual conditions erfiillt (siehe
Kapitel 4), und 7 eine Stoppzeit beziiglich dieser Filtrierung, so ist der Prozess M; := Xz,
auch ein stetiges Martingal beziiglich {F;|0 <t < co}.

Beweis Wir beginnen den Beweis, indem wir eine Approximation an 7 in diskreter Zeit
konstruieren, was ein standard Trick ist. Fiir n € Nund 0 < s < t < oo definieren wir die
Menge S(n) durch

(t—s)

S(n):={s+ sn.k|0§k§2"}.

Tn(w) sei nun definiert als das kleinste Element in S(n) das grofier oder gleich 7(w) ist. Man
tiberpriift leicht, dass {7,|n € N} eine Folge von Stoppzeiten ist, und dass 7,(w) \, 7(w) fiir
alle w € Q gilt.

Bezeichnet man nun mit { Xy, Fy }(n) das Martingal { X, } eingschrénkt auf S(n), so ist { Xy, Fu} (n)
ein Martingal in diskreter Zeit und daraus folgt, dass {|Xu|, Fu }(,) ein Submartingal in diskreter
Zeit ist. Aus Lemma 2.11 Punkt 2 folgt nun

E[| Xinr, || < E[| X¢]. (3.1)

Lisst man jetzt n — oo laufen, so folgt aus Ungleichung (3.1) und dem Lemma von Fatou, dass
E[| X¢ar|] < oo fiir alle ¢ > 0.

Die Tatsache, dass { M} adaptiert an {F;} ist, folgt daraus, dass {X;} ein Martingal und 7 eine
Stoppzeit ist und {F|0 < t < oo} die usual conditions erfiillt. Bleibt also nur noch Punkt 3.
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aus Definition 3.1 zu zeigen.
Da s, t und 7, Elemente der Menge S(n) sind, gilt auf Grund des Optional Stopping Theorems
in diskreter Zeit (Satz 2.9), dass

E[Xt/\'rn‘fs] = XS/\Tn'

Um den Beweis abzuschlieBen muss nur iiberlegt werden, was fiir n — oo passiert. Da die Mar-
tingale stetig sind, gilt auf jeden Fall, dass X a., fiir alle w € €2 gegen M, konvergiert. Dass die
Konvergenz auch in L! stattfindet, ist etwas schwieriger zu zeigen und kann in Steele Kapitel 4
nachgelesen werden. W

Der néchste Satz ist das zeitstetige Analogon zu den Sdtzen 2.16 und 2.17.

Satz 3.4. (Martingalkonvergenz in stetiger Zeit): Sei {X;|0 <t < oo} ein stetiges Mar-
tingal und es existiere eine Konstante B < oo, sodass E[|X?|] < B, p > 1, fiir alle t > 0 gilt.
Dann existiert eine Zufallsvariable X, mit E[|X%|] < B und

P (lim X, = Xoo) =1, und lim ||X; — Xool[p = 0.
t—o00 t—o00

Ist {X;|0 < ¢ < oo} jedoch ein stetiges Martingal, fiir das eine Konstante B < oo existiert,
sodass E[| X;|] < B fiir alle t > 0 gilt, so existiert eine Zufallsvariable X, mit E[|X«|] < B und

P(hm X :Xoo> ~1.
t—o0
Beweis Fiir den Beweis wird auf Steele Kapitel 4 verwiesen. B

4 Brownsche Bewegung

In diesem Kapitel sollen kurz die Definition und die Eigenschaften von Brownschen Bewegungen
besprochen werden.

4.1 Brownsche Bewegung

Einer der wichtigsten stochastischen Prozesse ist die Brownsche Bewegung, die erstmals von
Louis Bachelier und Albert Einstein verwendet worden ist. In der Literatur wird sie auch oft
als Wiener Prozess bezeichnet, benannt nach nach dem amerikanischen Mathematiker Norbert
Wiener.

Definition 4.1. (Brownsche Bewegung): FEin zeitstetiger stochastischer Prozess
{B:|0 <t < T} heifit Brownsche Bewegung auf [0, 7], wenn folgende vier Bedingungen erfiillt
sind:

1. By = 0 fast sicher.
2. Die Inkremente von {B;} sind unabhingig.

3. Die Inkremente von {B;} sind normalverteilt: B; — Bs ~ N(0,02(t — s)), fiir t > s.
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4. Bi(w) ist stetig in ¢ fiir alle w € Q\N, wobei N eine beliebige P-Nullmenge ist.

Bei o=1 spricht man von einer standard Brwonschen Bewegung.

Die Trajektorien von Brownschen Bewegungen haben folgende zwei interessante Eigenschaften.
Zunichst sind sie nirgends differenzierbar, obwohl sie iiberall stetig sind. Auflerdem haben sie
unbeschriankte Variation mit Wahrscheinlichkeit 1.
Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch eine Klasse von stochastischen Prozessen defi-
nieren, mit der wir uns dann in Kapitel 6 befassen.

Definition 4.2. (Brownsche Bewegung mit Drift): Sei {B:|0 < t < T} eine standard
Brownsche Bewegung und p € R\{0}. Dann nennt man den Prozess {X;|0 <t < T}, definiert
durch X; = B; + ut eine Brownsche Bewegung mit Drift p. Fiir ¢ = 0 spricht man klarerweise
von einer Brownschen Bewegung ohne Drift.

4.2 Die standard Brownsche Filtrierung

Als néchstes soll eine Filtrierung {F;} konstruiert werden, die den Namen standard Brownsche
Filtrierung verdient. Ein erster moglicher Kanditat wire natiirlich ; = o(Bs|s < t), wobei
{Bs} eine standard Brownsche Bewegung bezeichnet, doch es hat sich herausgestellt, das es
besser ist mit einer etwas anderen Filtration zu arbeiten.

Sei C die Menge aller P-Nullmengen in o(Bs|s <t) und N :={ACQ |3 C eCmit ACC}.
Um den Elementen in N, also allen Teilmengen von P-Nullmengen, eine Wahrscheinlichkeit
zuordnen zu kénnen, definiert man P(A) =0 VA e N.

Definition 4.3. (standard Brownsche Filtrierung): Eine Filtrierung {F;|t € [0,T]} heifit
standard Brownsche Filtrierung, wenn F; die kleinste o-Algebra ist, die o(Bsls < ¢) und N
enthlt.

Die standard Brownsche Filtrierung hat nun zwei wichtige Eigenschaften, die in der Literatur
auch mit ,,usual conditions“ bezeichnet werden. Die erste Eigenschaft ist, dass Fy nicht die tri-
viale o-Algebra ist, sondern alle Teilmengen von Nullmengen enthélt. Diese Eigenschaft erlaubt
es, fiir den Fall zweier stochastischer Prozesse {X;} und {Y;}, die P -fast sicher identisch sind,
aus {X;} adaptiert an {F;} zu folgern, dass {Y;} ebenso adaptiert an {3} ist. Die zweite Eigen-
schaft ist, dass fiir alle ¢ > 0 gilt, dass F; = () Fs. Das heifit, dass die standard Brownsche
Filtrierung in gewissem Sinne rechtsstetig ist.

s:8>1

4.3 Brownsche Bewegung als Martingal

Brownsche Bewegungen sind nicht nur wichtige stochastische Prozesse sondern auch wichtige
Martingale, wie das néchste Lemma zeigt.

Lemma 4.4. Sei {B|0 < ¢t < T} eine standard Brownsche Bewegung. Dann ist jeder der
folgenden Prozesse ein Martingal beziiglich der standard Brownschen Filtrierung;:

1. By,
2. B} —t,

3. exp (aBt — %aQt) fiir beliebiges a € R.
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Beweis Im Folgenden sei stets ¢t > s.

1. Aus den elementaren Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte und der Definition der
Brownschen Bewegung folgt

E[Bi|F,] = E[Bi— Bs+ By|Fs| = E[B;— B|F|+E[By|F] =
= E[B-BJ)+B, = B,

weil By — B einerseits unabhéngig ist von Bs und andereseits normalverteilt ist mit
Erwartungswert 0.

2. Hier geht man #hnlich vor wie im 1. Teil:

E[Bf —t|Fs] = E[(Bi—Bs+B,)* —t|F] =
E[(B; — B,)?|Fs] + E[2Bs(B; — B,)|Fs| + E[B2|F] -t =
= t—s+2BE[B; — Bs|F,] + B> —t=DB%—s.

3. Um die dritte Aussage zu zeigen, brauchen wir folgendes Resultat aus der elementaren
Wabhrscheinlichkeitstheorie

X ~ N(p,0%) = Elexp(a - X)] = exp <;O‘2042 + ut) (a € R).

Daraus folgt nun mit X; = exp (oth — %azt)

EX:F] = E [XS - exp <a(Bt — By) — %oﬂ(t — 3)> |_7-‘s] —

= XS-E[exp(a(BtBS);oﬂ(ts))] = X,

was den Beweis abschlief3t.

5 Einfiihrung in das It6-Integral

5.1 Motivation
Das Ziel dieses Kapitels ist die Konstruktion eines sinnvollen It6-Integrals
T
1D = [ f.t) b (51)
0
An dieser Stelle sei daran erinnert, dass eine Definition im Sinne des Riemann-Stieltjes-Integrals
nicht moéglich ist, da die Pfade der Brownschen Bewegung von unbeschriankter Variation sind.

Das Ito-Integral gibt uns eine weitere Moglichkeit Martingale zu erzeugen, und ist auch deswegen
ein sehr wichtiges und haufig verwendetes Hilfsmittel in der Wahrscheinlichkeitstheorie.
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5.2 Definition des Ito-Integrals

In diesem Kapitel werden wir uns ausschlieBlich auf Integranden aus H? = H2[0, T'] konzentrie-
ren, das heifit messbare, adaptierte Prozesse f : Q x [0,7] — R, fiir die

1) UOT f2(w,t)dt} <

gilt. Der erste Schritt zur Konstruktion des Ito-Integrals wird sein sich zu iiberlegen, was wir
uns von (5.1) erwarten, wenn f(w,t) der Indikator eines Intervalls (a,b] C [0,7] ist. Um dem
Namen Integral gerecht zu werden, muss gelten

b
I(Lgp)(w) = / dB; = Bp(w) — Bg(w).

AuBerdem erwarten wir uns, dass das Ito-Integral linear ist. Wir definieren mit H3 C H? die
Menge aller Funktionen der Gestalt

I
—

n

f(w7t) = al(w) ' ]l(ti,tzq,l](t)’

i

Il
o

wobei a; Fi,-messbar ist , E[a?] <oo,und 0 =ty < t; <ty <...t, =7T. Aus der gewiinschten
Linearitiit folgt nun, dass das Ito-Integral fiir Funktionen f € H3 wie folgt ausschaut:

n—1
I(f)(w) = Y ai(w) - (Byy (w) = By, (w)).
i=0

Um jetzt das Integral auf H? zu erweitern, miissen wir sicherstellen, dass I eine stetige Funktion
von ‘H3 in L?(dP) ist. Dass das tatsiichlich der Fall ist zeigt das nichste Lemma.

Lemma 5.1. (It6’s Isometrie auf H32): Fiir jedes f € H3 gilt

E[I(f)?*] =E [/OT fz(w,t)dt] : (5.2)

Beweis Um Gleichung 5.2 zu beweisen, betrachten wir beide Seiten getrennt. Fiir die linke
Seite gilt

— n—1
EUUY]=E Z ai-aj - (Briyy = By) - (B, — By) | = ZE[af] (tip1 — ti)-
B0 i=0
Fiir die rechte Seite erhélt man auf &hnliche Art und Weise
r T n-l n—1
E [/0 fQ(w,t)dt] =E [/0 ST gt dt| =Y Ela?] - (tigr — ),
=0 i=0

was die Giiltigkeit von Ito’s Isometrie auf HZ zeigt. W

Das folgende Lemma besagt, dass H3 dicht in H? liegt, das heifit, dass man Elemente aus H>
beliebig gut mit Elementen aus H(Z) approximieren kann.
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Lemma 5.2. Fiir jedes f € H? existiert ene Folge {f,} in H3, so dass

1f = fallz2@pxay — 0 fir n — oo.

Beweis Einen genauen Beweis findet man in Steele Kapitel 6. Dennoch wird an dieser Stelle
die benutzte Approximation A, (f)(w,t) angegeben:

n—1 .
Z 1 ti

A’I’L(f)(w7t) = t _ t 1 ’ f(w7u)du : ]]‘(ti7ti+1]7
i=1 v i1

wobei t; = 12—7,: |

Ein natiirlicher Kanditat fiir das Ito-Integral einer Funktion f € H? ist jetzt I(f) = limy, oo I(fn),
wobei f,, eine Folge in H% ist. Um sicher zu gehen, dass diese Definition legitim ist, miissen zwei
Sachen tiberpriift werden.

Zunéichst muss gezeigt werden, dass || f — fu||2(apxar) — 0 impliziert, dass I(f,) in L*(dP) kon-
vergiert. Das ist ganz einfach: Da f — f,, gegen 0 in L?(dP x dt) konvergiert, ist die Folge {f,}
dort eine Cauchyfolge. It6’s Isometrie besagt nun, dass {I(f,)} eine Cauchyfolge in L?(dP) ist,
und da L?(dP) ein vollstindiger Raum ist, konvergiert {I(f,)} in L?(dP) gegen ein Element,
das mit I(f) bezeichnet wird.

Die zweite Sache, die tiberpriift werden muss, ist, dass I wohldefiniert ist, in dem Sinne, das
wenn f,, eine weitere Folge ist, fiir die ||f — f}[|r2(@pxar) — O fiir n — oo gilt, dass dann I(f;,)
den selben Grenzwert in L?(dP) hat wie I(f,). Auch das ist leicht zu zeigen: Denn aus der
Dreiecksungleichung folgt sofort [|f, — fillr2(@pxary — 0 und daraus und aus Ttd’s Isometrie

folgt dann [|1(fn) — I(fu)ll2(ap) — O-

Die bisherige Konstruktion der Abbildung I : HZ — L?(dP) ist gut, aber noch nicht gut genug.
Wiinschenswert wire ndmlich eine Abbildung I, die einen stochastischen Prozess wieder in einen
stochastischen Prozess iiberfiihrt. Wir gehen dabei so vor, dass wir versuchen den Parameter ¢
iiber eine Funktion m; € H? einzufiihren und definieren

my(w, s) :=

{1 wenn s € [0, ]

0 sonst.

Man iiberpriift leicht, dass m; tatséichlich Element aus H? ist, und dass fiir f € H? auch das Pro-
dukt m f in H? liegt, also ist I(m;f) ein wohldefiniertes Element in L?(dP). Ein guter Kanditat
fiir das Ito-Integral in Form eines Prozesses von f wére nun der Prozess X/(w) = I(mf)(w),
fiir alle ¢ € [0,T]. Das Problem ist, dass I(m.f) fiir alle ¢ € [0,7] nur bis auf einer Nullmenge
definiert ist, und dass die Vereinigung von iiberabzéihlbaren Nullmengen im Allgemeinen keine
Nullmenge mehr ist.

Doch es gibt eine Losung zu diesem Problem, wie der néchste Satz zeigt.

Satz 5.3. Fiir jedes f € H? existiert ein Prozess {X;|t € [0, T}, fiir den gilt:
Dieser Prozess {X;|t € [0, T} ist ein Martingal beziiglich der standard Brownschen Filtrierung.

Beweis Der Beweis dazu kann in Steele Kapitel 6 nachgelesen werden. W
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Der néchste Schritt wére das Ito-Integral auf eine gréflere Klasse von Funktionen zu erweitern,
auf den sogenannten E%OC, der alle Funktion f:Q x [0,¢] — R enthélt, so dass

P (/OTf2(w,t)dt< oo) =1

gilt, doch das wird hier nicht mehr besprochen und kann in Biichern zu stochastischer Integration
nachgelesen werden.

6 Das Girsanov-Theorem

6.1 Motivation

Kann eine Brownsche Bewegung mit Drift auch als Brownsche Bewegung ohne Drift , gesehen*
werden? Der Satz, der besagt, wie man einen Drift verschwinden lassen kann, ist in der Literatur
bekannt als Girsanov-Theorem. Auflerdem ist es eine weitere Methode um neue Martingale zu
konstruieren.

6.2 Die ,,Tilting-Formel“

Im Mittelpunkt unserer Betrachtung steht eine standard Brownsche Bewegung mit Drift
Xi=Bi+put t>0,

wobei B; die standard Brownsche Bewegung bezeichnet. Die Frage ist jetzt, wie man
E[f(Xt,, Xty -y Xt,))]

berechnet, wobei 0 = tg < t; <ty <--- <t, <T und f:R™ — R eine beschrinkte borelmess-
bare Funktion ist. Um die unabhéngigen Inkremente der Brownschen Bewegung auszuniitzen,
betrachten wir eine Funktion g : R — R, fiir die gilt f(x1,x2,...,2,) = g(x1, 22 — X1, ..., Ty —
Zn—1) (die Tatsache, dass so eine Funktion g tiberhaupt existiert ist leicht zu iiberpriifen). Wir
konnen uns jetzt also auf die Dichte ¢ des Vektors (Xy,, X¢, — X4y, - -+, X, — X3, , ) fokussieren
und erhalten:

Qb(ﬂj]_,l'?,. . ';In) == (27’[’)_% -tl

[ SIS

by —t1) "2 (b — ) HeXp ( —i—1) — plti — til))2>’

2(751‘ — tifl)
=C

wobei g = 0 gesetzt wurde. Durch elementare Umformungen erhélt man

eXp< (;f(zt—_x; 11 ) Hexp< i)~ gt _ti_1)> _

=1

leXp (-M) - exp (Zn: <M($i —Ti1) — %Mz(ti - ti—l))) =

=1
(i — 25-1)* 1,
St VAN IO — Zu?t ).
exp ( 2ty — ti1) exp | ity = {7 tn
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Man sieht nun, dass sich die Dichte von (X, Xy, — X4y, ..., Xs, — X¢,,_,) von der Dichte von
(Bt,,Bt, — By, ..., By, — By, ,) nur um den Faktor exp (,uxn — %,uztn) unterscheidet. Es folgt
daher:

n

1
E[f( X, Xtgy -+, Xi,)] =E | f(By, By, ..., By,) - exp (MBtn - 2u2tn.>} (6.1)

Eine wichtige Eigenschaft dieses neuen Korrekturfaktors My, := exp (umn — %;ﬂtn) ist, dass es
sich um ein Martingal beziiglich der Brownschen Filtrierung handelt, wie in Lemma 4.4 Punkt 3
bereits gezeigt wurde. Da f(Xy,, X4y, ..., X¢, ) adaptiert an die Brownschen Filtrierung ist und
t, < T kann Gleichung (6.1) umgeschrieben werden zu:

E[f(Xtuth’ s 7th)] = E[f(Bt17Bt2’ cee aBtn) : Mtn] = E[ f(BtlﬂBtzv e '7Btn) E[MT|‘7:tn] ] =
= E[E[f(By,Bt,, ..., Bt,) - Mr|F,] | = E[f (B, Bty - - -, B,,) - Mr],

wobei {F,,} die standard Filtrierung bezeichnet.
Zusammenfassend erhélt man die sogenannte ,, Tilting-Formel“:

E[f(Xe,, Xty, .- X,)] = E[f(Bi,, By, ..., By,) - Mr]. (6.2)

Erstaunlich daran ist, dass dieser Korrekturfaktor My nicht von den Zeitpunken 0 < t1 < to <
-+ < t, < T abhéngt, sondern nur von 7.

6.3 Einige Hilfsmittel

Um das Girsanov-Theorem beweisen zu kénnen, sind vorerst einige Hilfsmittel nétig. Es werden
im folgenden zwei neue Mengensysteme eingefithrt und dann zwei Lemmatar vorgestellt, welche
Zusammenhénge zwischen diesen beiden erkléren.

Definition 6.1. (7-System): Ein Mengensystem C heifit m-System genau dann, wenn gilt:

AecCund BeC = AnBeC.

Definition 6.2. (A\-System): Ein Mengensystem C auf € heifit A-System genau dann, wenn
gilt:

e QeC,
e AcC,BeCund BC A = A\Be€C(, und

e A, eCund 4, C A, 1 VneN = U2, A, eC.

Lemma 6.3. Ist C ein A-System und ein 7-System, dann ist C eine o-Algebra.

Beweis Es gilt 2 € C und A° = Q\A € C fiir alle A € C, weil C ein A-System ist.

AuBlerdem gilt fiir By, By € C, dass By U By = (B{ N BS)¢ € C, was aus den Eigenschaften von
m-Systemen und A-Systemen folgt. Durch Induktion bekommt man, dass fiir By, Ba,... B, € C
auch By UBy U ---U B, € C ist. Hat man nun eine Folge {B,|n € N} in C, so kann man sich
eine monoton wachsende Mengenfolge A,, := B; U Ba U - - - U By, konstruieren, fiir die dann gilt,
dass (o2 An = Up—y By. So bekommt man, dass | J;~; B, € C ist. W
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Lemma 6.4. (7-\ Theorem): Ist A ein m-System und B ein A-System, so gilt:
ACB = o(A) CB.

Beweis Es bezeichne A(A) das von A erzeugte A-System, also das kleinste A-System, das A
enthilt. Dann gilt A C A(A) C B. Kann man jetzt also zeigen, dass A(A) ein 7-System ist, so
folgt aus Lemma 6.3 die Behauptung.

Definiert man fiir ein C' € A(A) das Mengensystem G durch Go := {B € A\(A)|BNC € A\(A)},
so gilt:

1. Fir alle C € A(A) ist G¢ ein A-System (was leicht zu iiberpriifen ist).

2. Ac A= A C Gy (weil A ein m-System ist).

3. Ae A= A\A) C G4 (weil laut Punkt 2. G4 ein A\-System ist, das A enthélt).
4. Ac Aund B e NA)= ANB e AA) (was unmittelbar aus Punkt 3. folgt).

5. Be AMA) = ACGp (was aus Punkt 4. folgt).

Aus Punkt 1. und Punkt 5. folgt jetzt unmittelbar, dass fiir jedes B € A(A), A(A) C Gp gilt, was
nichts anderes bedeutet, als das A(A) ein durchschnittsstabiles Mengensystem ist, und somit
ein m-System, was den Beweis abschlieffit. W

6.4 Einfaches Girsanov- Theorem

Ziel dieses Kapitels ist es, einen neuen Messraum zu definieren mit einem Wahrscheinlichkeits-
maf, unter welchem der Drift einer standard Brownschen Bewegung verschwindet.

Betrachtet man den Raum C10, T aller auf dem Intervall [0, 7] stetigen Funktionen zusammen
mit der gewShnlichen Supremumsnorm, so bekommt man einen metrischen Raum. Diese Me-
trik definiert offene Mengen und die o-Algebra B sei nun definiert, als die kleinste o-Algebra,
die alle diese offenen Mengen enthilt. Man nennt B auch die Borel-o-Algebra auf C[0,T]. Wir
definieren nun einen neuen Messraum (€2, F), wobei Q = C[0,T] und F = B gesetzt wird.
Betrachtet man nun einen beliebigen stochastischen Prozess {X;| ¢ € [0, T'|} mit stetigen Trajek-
torien auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, 13), so kann man sich eine Abbildung
X :Q — C[0,T) : & — X (&), definieren, wobei X (&) die Funktion ist, welche t — X;(&) fiir
t € [0,T7] leistet.

Wir betrachten jetzt ein neues Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf (C|0, 7], B), das definiert ist durch

Q(4) = P(X7(4)).

Man sagt auch, Q sei das Wahrscheinlichkeitsmafl auf (C[0,T], B), welches durch den stochas-
tischen Prozess {X;| t € [0,T]} induziert wird.

Im folgenden sei P das Wahrscheinlichkeitsmaf, das von einer standard Brownschen Bewegung
induziert wird, und Q das Wahrscheinlichkeitsmaifl, das von einer standard Brownschen Bewe-
gung mit konstantem Drift x4 induziert wird.

Satz 6.5. (Einfaches Girsanov-Theorem): Sei der Prozess {B;| t € [0,T]} eine standard
Brownsche Bewegung beziiglich dem Wahrscheinlichkeitsmafl P und Q das Wahrscheinlichkeits-
maB auf C[0, T'], welches vom Prozess X; = B+ ut induziert wird. Dann gilt fiir jede beschrénkte
borelmessbare Funktion W auf dem Raum C[0,T], das

Eq[W] = Ep[W My, (6.3)
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wobei M; = exp (uBt — %ugt) das schon bekannte P-Martingal ist.

Beweis Wir zeigen Gleichung (6.3) zuerst fiir Funktionen W der Form W = 1 4, wobei A € B.
Bezeichnet man mit Z das Mengensystem, das alle Mengen der Form

A={we C0,T] | w(t;) € [ai,b;] fiir alle 1 <i < n}

enthélt, wobei n eine beliebige natiirliche Zahl bezeichnet und a;, b; beliebige reelle Zahlen, so
gilt laut Tilting-Formel (6.2) Gleichung (6.3) fir W = 14 mit A € Z. Weiters gilt, dass Z ein
durchschnittstabiles Mengensystem ist, also ein 7-System.

Definieren wir als néchstes das Mengensystem C C B, das alle Mengen A enthilt, fiir die W = 14
Gleichung (6.3) erfiillt, dann gilt:

e Q e, weil Eq[lg] =1 und Ep[1oMy7] = Ep[My] = 1, was aus Lemma 2.4 Punkt 2 folgt.

e AcC,BeCund BC A = A\B €, was aus Tap=14—1p und des Linearitat des
Integrals folgt.

e A, eCund 4, C A1 VneNund A:=J7 A4, = AeC, well
Eq[la] =Eq[lim 14,] = lim Eq[la,] = lim Ep[l4, My| =Ep|[lim 14, M7] = Ep[1aM7],
n— 00 n—oo n— 00 n—aoo
was aus der monotonen Konvergenz folgt.

C ist somit ein A-System, das das w-System Z enthélt. Aus dem 7-A Theorem (Lemma 6.4) folgt
nun o(Z) € C und daher o(Z) genau die Borel- o-Algebra auf C[0, 7] ist, gilt Gleichung (6.3)
fir alle W =14 mit A € B.

Aus der Linearitdt des Integrals folgt jetzt unmittelbar, dass Gleichung (6.3) fiir einfache Funk-
tionen gilt und daher jede beschrinkte borelmessbare Funktion W der Grenzwert von einfachen
Funktionen ist, ist der Beweis abgeschlossen. W

6.5 Konstruktion von Martingalen

Betrachtet man den Prozess X; = By + ut auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), wobei
By wieder eine standard Brownsche Bewegung ist, so ist fiir u # 0 Xy sicher kein P-Martingal

beziiglich der standard Brownschen Filtrierung. Definiert man jedoch ein neues Wahrscheinlich-
keitsmafl Q auf (2, F), durch

Q(A) =Ep []lA exp (MBT - ;M2T>] ;

dann besagt das einfache Girsanov-Theorem, dass {X¢| ¢t € [0,T]} auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, Q) eine standard Brownsche Bewegung ist und somit ein Q-Martingal.
6.6 Verallgemeinertes Girsanov-Theorem

Wir haben jetzt gesehen, dass man durch geschickte Wahl eines Wahrscheinlichkeitsmafles, eine
konstante Drift verschwinden lassen kann. Doch diese Idee funktioniert noch viel allgemeiner,
mit einer nicht konstanten Drift.

Satz 6.6. ( Verallgemeinertes Girsanov-Theorem): Sei u(w,t) ein beschréankter, adaptier-
ter Prozess auf dem Intervall [0, T], {B;| t € [0,T]} eine Brownsche Bewegung beziiglich P, und
{Xi| t € [0,T]} ein Prozess definiert durch

t
X, = B, +/ p(w, s)ds fir t € [0,T7.
0
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Dann ist der Prozess {M;| t € [0,T]} definiert durch

t 1 t
M; = exp (—/ p(w, s)dBs — 2/ 12 (w, S)ds>
0 0

ein P-Martingal beziiglich der Brownschen Filtirerung. AuBlerdem ist {X;| ¢t € [0,T]} eine
Brownsche Bewegung beziiglich dem Wahrscheinlichkeitsmafl Q, das definiert ist durch Q(A) =
Ep []l AMT]-

Beweis Der Beweis kann in Steele Kapitel 13 nachgelesen werden. W
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