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Einflhrung

1) Motivation

Ein Blick in die Vergangenheit verrat uns, dass es dem Meschen durch Innovationen und Erneuerungen
gelingt etliche Krankheiten zu heilen und daher auch den Tod immer weiter hinauszégern. Dies fihrt
unweigerlich dazu, dass die Sterblichkeit in Bezug auf die Zeit nicht konstant verlaufen, sondern immer
wieder gewissen Trends falddaher ist die Sterblichketeitabhdngig und muss, damit eine Prognose in

die Zukunft gemacht werden kann, modelliert werden. In folgender Arbeit werden einige dieser
Modellierungen vorgestellt.

2) Vorwort

Fur jeden Versicherungsbetrieb ist es unvermeidléith mit den Untersuchungen tber den Verlauf der
Sterblichkeit zu beschaftigen. In friheren Zeiten waren die zuverlassigsten Unteiladgnémien und
Reserveberechnungendie aus den Versichertenbestdanden abgeleiteten Sterbetafélit dem
Einbeug der Daten der gesamten Bevdlkerung néherte sich die Versicherungssterblichkeit der
Bevolkerungssterblichkeit. Seit der Einfuhrung der Bevdlkerungssterbetafel in die Kalkulation der
Lebensversicherung werden als Grundlage fir die Berechnung der Baitrddgeckungsrickstellungen

im AllgemeinenTafeln flr Versicherte benitzt, aber diese sind nicht mehr individuell aus den
Versicherungsbestanden hergeleitetn dieser Arbeit wird naher auf Ausgleichsverfahren und
Extrapolationsmethoden von Sterblichkertstds eingegangen und auch anhand einiger Beispiele
verdeutlicht.

3) Demographische Notationen

Es seiT die gesamte Lebensdauer einer bestimmten Person, dann bezeicHfebzw. T(x) die
zukunftigeLebensdauer einex-jahrigen PersonAnders gesagt ist + T, das Alter beim Tode dieser
Personln weiterer Blgebeschreibt

Pr[T, >t]l = Pr[T >x+t|T >x] = p,

die Wabhrscheinlichkeit einesx-jahrigen t weitere Jahre zu Uberleben.Die einjahrige
Uberlebenswahrscheinlichkeurvival probabilityist daher definietr als

Py = Pr[T, > 1] = Pr[T >x+ 1|T > x«].

Analog dazwvird die t-jahrige Sterbewahrscheinlichkgideath probability des x-jahrigenMenschen
mit

tx = 1= oy = Pr[Ty <t] = Pr[T < x+t|T > x|




beschrieberund die einjénige Sterbewahrscheinlichkeit mit
gy =Pr[T,<1] = Pr[T <x+ 1|T > x].

Fir jede ganze Zahlgilt

kPx = PxPx+1P - Px+k-1 = 1—[(1 - qx+n)

l, sei die erwartete Anzahl vddeugeborenengann ist

Ly =1y X xPo

L, bezeichnet dabei die Anzahl der Lebenden, die das Alkereichen. Dieerwartete Anzahl von Toten
im Alter x ist definiert durch

dy = lx - lx+1 = lx(l —Px) = lqu-

Die Sterblichkeitsintensitat einesJhrigen im Alter + ¢t ist definiert ab

Prt < T, <1+ A7|T, > 1] 1 d

Hxsr = A‘lrl_r)%Jr AT = Tpxa q9x -

Mit der Bedingung,py = 1 folgt aus% In ;py = —Uy4r, dass

T
Px = €XP (_f Ky +5dS) .
0

Natdrlich ist der Erwartungswert (Lebenserwartung) eingthxigen von grolieBedeutung und kann
geschrieben werden als

egx = IE[Tx] = f Td‘rqx = f Px drt
0 0

Die Berechnung vodi, erfolgt mitHilfe der stiickweisen Stetigkeit der Sterbeintensitat:

) o T
J E[T,] = f Py dT = f exp <_f ﬂx+sd5> dr =
0 0 0

®
)
I

1 k+1 [ k21 T
= f eXp(—wx)dHZ f l_[exp (—Hx+j) | €xp (— f ux+sd5> dr =
0 k=1 =k j=0 s=k
k-1
1 —exp(—py) e
- 12900, S Map(onn) | [ et onenin-
M k=1 \ j=0 =k




k-1

_ 1-ep(p) N Z nexp(—ﬂx+j) 1 — exp(—pysr)

Ky =1 \ j=0 HUx+k

4) Sterbetafeln : Statisch vs. dynamisch

Eine statische Sterbetafel gibt die Sterbewahrscheinlichkeiten fur eine fixe Periode an, wie die
Osterreichische Sterbetafel von Statistik Austria. Statische Sterbetafeln sind fur die Lebensversicherung
(Rentenkalkulation) prinzipiell ungeeignet, da sie keinen Sterbggiak beinhalten bzw. darstellen.

Daher werden fir die Kalkulation der Reniynamische Sterbetafelverwendet.Fir jede Altersgruppe

sind die zugehdrigen Sterbewahrscheinlichkeiten in einer separaten Sterbetafel enthalten, welche die
zukiinftigen Anderunge oder Trends beriicksichtigt. Dieser Ansatz ist international in Gebrauch. Wenn
sich die Entwicklung der Sterbewahrscheinlichkeiten genauso wie der approximierte Trend verhalt, so
gibt die dynamische Sterbetafel immer die richtigen Werte &i$ensichtlit sind die Ursachen einer
fehlerhaften dynamischen Sterbetafel entweder falsch geschatzte Trends oder ein falsches
Extrapolationsmodell. Indessen stammen Fehiterder statischen Sterbetafel dadurchass sich die
Sterblichkeit im Laufe der Zeit &ndert.

In einer dynamischen Sterbetafel bezeichrgi(t) die Sterbewahrscheinlichkeit, welche nicht nur von
dem Alter x abhangt, sondern auch von dem aktuellen Jahr t. Dies gilt auch fir die verbleibende
Lebenszeil, (t), die Sterbeintensitat, (t) und dea erwarteten Restlebenszedt, (t).
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Ausgleichsverfahren

In der Regel sind die aus Beobachtungen gewonnepeRRohdaten, welche im Allgemeinen einen
sprunghaften Verlauf aufweisen. Gemeinhin ist es gewilnscht, einen gleichméaRigen Verlauf der
Grundgréf3en, die aug, bzw.t, und [, bestimmt werden, zu habenEs werden irdiesem Abschnitt
verschiedene Ausgleismethoden fir beobachtete Werte vorgestellt, welche statistische
Schwankungeuglatten. Hier werden dieg, mit Hilfe von mathematischen Verfahren so geandert, dass
sie den Anforderungen genligerba die Problematik der Ausgleichung von Wertereihen grof3e
Ahnlichkeit mit Approximations und Interpolationsprobleme hat, sind Ausgleichungsverfahren
Modifikationen davon. Sterblichkeitsuntersuchungeimd nicht die eidgen Anwendungsgebietdiir
Ausgleichsverfahrenpsdern sie sind auch in vieleraturwissenschdlfichen Bereichenwie z.B. Physik,
Astronomie etc. notig.Mittlerweile wurde schon eine Vielzahl volusgleichsverfahren entwickelt,
wobei die wichtigsten nachfolgend vorgestellt werdéim die Verfahren darzustellen, wahlen wir aus
der Sterbetafel der &tistik Austria® folgende Werte aus:

Tabelle 1:
Stichprobe aus der jahrliche Sterbetafeln (Statistik Austria®)
g, - 10° X q, - 10° X gy 105
5 12,13 17 59,37 29 75,16
6 9,62 18 78,64 30 84,67
7 4,75 19 121,77 31 71,08
8 16,26 20 86,35 32 86,27
9 9,02 21 102,57 33 94,75
10 10,69 22 85,03 34 96,51
11 12,70 23 95,24 35 98,10
12 12,47 24 83,62
13 8,04 25 73,09
14 15,67 26 62,32
15 29,13 27 65,00
16 34,93 28 62,75
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1) Mechanische Ausgleichsverfahren

Prinzipiellsind mechanisch@&usgleichsverfahren gewichtetdittelwertbildung. Sie sind recht einfach
zu handhaben undal fir jede Funktion die Parameter nur einmal ermittelt werden mussen, ist ihre
Bestimmungsmethode nur insoferwichtig, als wir aus ihr Eigenschaften der Verfahren ableiten
konnen.

1.1) Gewichtete s Mittelwertausgleichsverfahren

Wir betrachten hier der Einfachheit halber ndie Sterbevahrscheinlichkeiter,, lediglich vom Alter
abhangt. Weiters nehmen wir die Remeterwertex als ganzzahlig und aquidistant mit Abstand 1 an.
Das heil3t, das gesamte Parameterintervall bzw. der Altersbekeighst sich schreiben a]s, x, + n],
wobein die Anzahl der einzelnensei. Die Menge alley, wird bezeichnet al® = {q,|x € X}.

Es sei

q),C = F(Q' X, ak(x: Q))

einelineareund mechanisch&unktion wenn gilt:
e F hangt nicht explizit vow ab
e a; € Rsind unabhangig vonund Q
e Fistlinearing, unda;
e Flasst sich schreiben als

s

4

qx:Zak'quc: rt+s=n
k=-r

Zak=1

k=-r

e Fur den Parametet,, gilt




Daraus lasst sich leicht erkennen, dass die mechanische Ausgleichung als gewichtete Mittelwertbildung
angesehen werden kanmas heif3tdie Zufallsschwankungen und Fehler werden auf mehrere Werte

verteilt. Dadurch verringern sie sich im Allgemeinen, da sie mibhtdie gleiche Richtung haberalizr

hat das mechanische Ausgleichsverfahren eine glattende Wirkung.

Wenden wir dieses Verfahren auf unsere Stichprobe der Statistik Austria® unseren Beispiel

wahlen wir als Gewichtung;, = % . Durch einsetzen in die Formel und anschlieRende Berechnung

erhaltet mansodie ausgeglichenen;:

2
, 1
qx = E gqx+k

k=-2
Tabelle 2:
Beispiel fur ein mechanisches Ausgleichsverfahren
X G- 10° q.-105 X q.-10% gL -10° X  q,-105 q-10°
5 12,13 - 17 59,37 64,76 29 75,16 71,73
6 9,62 - 18 78,64 76,21 30 84,67 76,00
7 4,75 10,35 19 121,77 89,74 31 71,08 82,38
8 16,26 10,06 20 86,35 94,87 32 86,27 86,65
9 9,02 10,68 21 102,57 98,19 33 9475 89,34
10 10,69 12,22 22 85,03 90,56 34 96,51 -
11 12,70 10,58 23 9524 87,91 35 98,10 -
12 12,47 11,91 24 83,62 79,86
13 8,04 15,60 25 73,09 75,85
14 15,67 20,04 26 62,32 69,35
15 29,13 29,42 27 6500 67,66
16 3493 4354 28 62,75 69,98
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Tabelle 3:

Maple CoddGewichtetes Mittelwertausgleichsverfahren)

q = vector ([12.13,9.62,4.75, 16.26,9.02, 10.69, 12.70, 12.47, 8.04,
15.67,29.13,34.93, 59.37, 78.64, 121.77, 86.35, 102.57, 85.03, 95.24,
83.62, 73.09, 62.32, 65.00, 62.75, 75.16, 84.67, 71.08, 86.27, 94.75,
96.51,98.10])

gmech = vector(29,0);
for x from3 by 1 to 29 do
for k from ( -2) by 1 while £ < 3 do

gmech[x] = gmech[x] + L-q[(x + k)]

5
end do
end do

1.2) Punkteverfahren von Schérlin und Spencer

Zwei weitere Methoden zur mechanischen Glattung sindeieinkteFormel vorSchértlin

1
qalc = ﬁ(g *qx +8- (qx+1 + qx—l) +2- (qx+2 - qx—z) - (qx+4 + qx—4-))

und diel5-Punkte Formel von Spencer

1
qalc = % (74‘ * qx +67- (qx+1 + qx—l) + 46 - (qx+2 + qx—z) + 21 (qx+4 + qx—4) +3-

(qx+4 + qx—4) -5 (qx+5 + qx—s) -6 (qx+6 + qx—6) -3 (qx+7 + qx—7) .

Wenden wir diese beiden Formeln auf unser Beispiel an, bekamandie folgende Tabelle und
Graphen.

Beispiel fur mechanische Ausgleichfunktionen (Schartlin und Spencer)

Schartlin Spencel Schartlin  Spencel Schartlin ~ Spencet

X 01005 g, 100 X 0107 005 gy - 108 X 10T 105 gy 109
5 12,13 - - 17 59,37 64,76 62,50 29 75,16 72,59 -
6 9,62 - - 18 78,64 76,21 78,91 30 84,67 76,70 -
7 4,75 - - 19 121,77 89,74 91,24 31 71,08 80,88 -
8 16,26 - - 20 86,35 94,87 97,98 32 86,27 - -
9 9,02 1151 - 21 102,57 98,19 98,66 33 94,75 - -
10 10,69 11,19 - 22 85,03 90,56 94,86 34 96,51 - -
11 12,70 11,10 - 23 95,24 87,91 88,24 35 98,10 - -
12 12,47 10,35 10,08 24 83,62 79,86 80,79
13 8,04 11,58 12,64 25 73,09 75,85 74,02
14 15,67 16,43 18,81 26 62,32 69,35 69,15
15 29,13 24,71 29,70 27 65,00 67,66 67,04
16 34,93 41,19 45,03 28 62,75 69,98 67,78
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Maple Cod€Schartlin 9 Punkte, Spencer 15 Punkte)

Die 15PunkteFormel von Spencer glattet die rohen Werte recht deutlich, wahrend -tartkteFormel

oft noch im Bereich von 20 Jahren den sprunghaften Verlauf nachvollzizgds. kann man darauf
zurlckfihren, dass die Spencer Methode Werte, die weiter i \dergangenheit bzwder Zukunft
liegen, miteinbeziehenEin Nachteil bei den mechanischen Methoden ergibt sich daher, dass die
Randwerte nicht ausgewertet werden kénnen.
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