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1 Einfiihrung

Die Befiirchtung vieler Menschen, dass ihre staatliche Pension eine Tages
nicht mehr ausreichen wird, um den bisherigen Lebensstandard zu halten,
ldasst viele von ihnen iiber das Thema der privaten Altersversorgung nach-
denken. Der immer gréfler werdende Konkurrenzkampf der Versicherungsun-
ternehmen bei der Gewinnung von Neukunden, fiihrt zur Entwicklung von
neuen Produkten. Ein Produkt, welches in der Vergangenheit immer groflere
Popularitdt gewann, ist die fondsgebundene Lebensversicherung. Die so ge-
nannten ,, Unit-Linked“-Produkte versprechen im Allgemeinen bei dem Ein-
tritt des versicherten Ereignisses eine bestimmte Anzahl von Anteilen eines
Fonds. Sie mochten sozusagen stéirker als das klassische Produkt von den
Chancen der Kapitalmérkte profitieren. Fiir diese Art der Versicherung ist
es charakteristisch, dass die Leistungen im Erlebens- als auch im Todesfall
nicht deterministisch, sondern zuféllig sind. Jedoch kann dem Anleger trotz-
dem eine risikolose Anlage gewéahrt werden, indem man eine Mindestgarantie
einfiihrt.

Weiters ist zu erwédhnen, dass die Risikosumme bei traditionellen Produkten
konstant ist, bei anteiligen Versicherungen jedoch vom Wert des zugrunde
liegenden Fonds abhéngt.

Im Folgenden werden wir uns auf das Buch von [KO] beziehen.

Wenn wir nun Fondsgebundene Versicherungen betrachen, miissen folgende

Bezeichnungen eingefiihrt werden:

N(t) = Anzahl der Leistungsanteile zur Zeit t
S(t) = Wert eines Anteils zur Zeit t

Wenn man nun N (#) als deterministisch annimmt, kénnen wir eine reine To-

desfallversicherung folgendermafien anschreiben:



Traditionell (pure)Unit Linked

Auszahlung beim Tod C(t) =1 C(t) = S(t)

Wert (Zeit 0) mo(t) = exp(—0t) o = S(0)

Einmalpriamie E[fOT mo(t)d( Ly, <i})] E[fOT mo(t)d(Lir,<ty)]
= fOT 6_5ttpx,ux+tdt = S(O) fOT tPahg2dl

= (1 =7 p)S(0)

An dieser Stelle muss erwahnt werden, dass wir bei der Berechnung der Ein-
malpramie, implizit angenommen haben, dass der auf die Zeit 0 diskontiert
Wert des Fonds zur Zeit t im Mittel stets dessen Wert zur Zeit 0 entspricht.
Bis jetzt haben wir uns Produkte ohne Zinsgarantie angesehen, doch wie
schon erwihnt kann man eine Garantie (z.b Riickgewédhr der einbezahlten
Préamien) einbauen.

Diese Garantie hat zum Beispiel folgende Gestalt:

G(t) = /0 B(s)ds

wobei p(s) die Pramiendichte zur Zeit s bezeichnet.
Des Weiteren konnte es auch eine Garantie in der Hohe der zu einem fixierten

Zinssatz verzinsten Pramien geben:

t
G(t) = / e"=9)5(s)ds
0
Somit hat man eine Auszahlungsfunktion:
C(t) = max{S(t),G(t).}

Wir nehmen nun an, dass sich der Wert des Fonds gemé&f3 eines stochastischen
Prozesses mit Wahrscheinlichkeitsmafl P entwickelt. Wollen wir dann den
Wert der diskontierten Auszahlung C(t) zur Zeit ¢ berechnen, darf man nicht
einfach den Erwartungswert unter P bilden, da man sonst moglicherweise
einen Gewinn ohne Risiko (Arbitrage) erzielen konnte. Aus diesem Grund
zeigt die Finanzmarkttheorie, dass man ein dquivalentes Martingalmaf finden
kann, welches die Arbitragemoglichkeiten ausschliefft. Wenn wir von einem

Hfairen Markt ausgehen, ist der Wert des diskontierten Auszahlung

mo(C(t)) = E?max{S(t), G(t)}],

4



wobei Q ein zu P dquivalentes Maf ist, unter welchem der diskontierte Wert
ein Martingal ist.

Betrachten wir nun die Auszahlung C(t), so konnen wir festellen, dass es
sich um eine Option handelt, deren Preis wir mit Hilfe der ,arbitrage free
pricing“-Theorie, bestimmen konnen.

Wir miissen uns somit damit beschéftigen, welchen Wert unsere Option zum
Zeitpunkt 0 hat.

Wie schon erwéihnt, fithrt der Erwartungswert beziiglich dem Wahrschein-
lichkeitsmafl P zu verfilschten Preisen und somit zur Arbitrage.

Aus diesem Grund werden wir als Vereinfachung die einfachste Okonomie

betrachten, indem wir uns auf endliche Modelle beschranken.

Im Folgenden werden wir einige Definitionen aus der Finanzmathematik
bendtigen, die wir deshalb kurz wiederholen werden.
Wir betrachten:

e den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit |Q] < oo

¢ Plw)>0 Ywe

e eine endlichen Zeithorizont T'

e F, ist die o-Algebra der zur Zeit t beobachtbaren Ereignisse

e cs gibt k < oo stochastische Prozesse, welche den Verlauf der Wert-

schriften 1,. ..,k repréasentieren.

S={S,t=0,1,2,...,T} mit Komponentnen S° S'... S*

e SP ist die nullte Wertschrift und hat eine besondere Bedeutung, da wir
annehmen, dass SY = (1 + r)" ist, wodurch wir die Mdglichkeit haben

risikofrel zu einem Zins r zu investieren.

Definition:
Eine Handelsstrategie ist ein vorhersehbarer (¢ € F;_1) Prozess ® = ¢y,
t=1,2,...,T mit Komponenten ¢, wobei ¢¥ die Anzahl der k — ten Wert-

schriften, welche wir zwischen [t-1,t), halten. Deswegen nennt man ¢, auch
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Portfolio, dessen Wert zur Zeit t, wie folgt angeschrieben wird:

Zeit Wert des Portfeuilles
t—1 ¢S
- Or - St

Dadurch erhalten wir einen Gewinn von ¢;AS; im Intervall [t — 1,¢)
¢
G¢) = Z ¢, - AS; im Intervall [0,¢]
T=1

G ist ein adaptierter, reellwertiger stochastischer Prozess, welcher in unserem

Fall als Gewinnprozess bezeichnet wird.

Definition:

Eine Handelsstategie ist selbstfinanzierend, falls
th'St:Qﬁtfl'St Vt:1,2,,T—1

Das bedeutet, dass zu keiner Zeit dem Portefeuille Geld zugefiihrt oder ab-

gezogen wird.

Definition:

Der Preis des Portfeuilles wird mit

= Vo(o)

bezeichnet.

Definition:
Eine Handelsstrategie heifit Arbitragemoglichkeit, falls fiir den zugehorigen

diskontierten Portefeuilleprozess gilt:
e € ®mit Vy(¢p) =0
e Vr(¢) >0

e P[Vr(¢) >0]>0



Definition:
Eine Abbildung

m: X —[0,00), X — 7(X)
heifit genau dann Preissystem, falls die folgenden beiden Bedingungen erfiillt
sind:
e T(X)=0<= X =0
e 7 ist linear

Definition:

Ein Preissystem nennt man konsistent, falls
m(Vr(¢)) = Vo(¢) firalle ¢ e @

Definition:
Die Menge P sind die zu P dquivalenten Mafle Q, unter welchem (3.5 ein Mar-

tingal ist, wobei (3; den Diskontierungsfaktor von der Zeit ¢ nach 0 bezeichnet.

Wir wissen auch, dass zwischen der Menge der konsistenten Preissysteme
und den Malen Q € PP eine Bijektion existiert, die folgendermafien definiert
ist:

1. m(X) = EQ[BrX]

2. Q(A) = W(S%]{A}) fir alle A € A

2 Stetiger Fall

Definition:
Unter einer Handelsstrategie ¢ verstehen wir einen lokal beschrankten, vor-

hersehbaren Prozess.
Definition:

Der Wertprozess, welcher der Handelsstrategie ¢ zugeordnet ist, ist definiert

als:

k
V:II—-R ¢r—>V(¢):¢t-5’t:Z¢f-S§
i=0
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Definition:

Der Gewinnprozess G ist definiert durch:

T Tk
G:11—R gbr—>G(gz5):/0 gde:/O > ¢kds
=0

Definition:

¢ ist selbstfinanzierend, falls:

Vi() = Vo(¢) + Gi(9)

Definition:

Der Preis einer Bezugsgrofie X ist gegeben durch:

(X) = E[BrX]

3 Das okonomische Modell

Um einen Preis zu berechnen, ist ein zugrundeliegendes 6konomisches Modell
notwendig.
Betrachten wir nun das meist verwendete Modell der geometrischen Brown-

schen Bewegung.

Allgemeine Konventionen:
e T, bezeichnet stets die zukiinftige Lebensdauer eines z-jahrigen
e H,=0({T > s},0 < s <t)ist die von T, erzeugte o-Algebra

e Fiir die Wertschriften nehmen wir an, dass sich das Portfolio geméafl

einer standardiesierten Brownschen Bewegung Wentwickelt.

e G; bezeichnen wir die von W erzeugte o-Algebra, erweitert um die

P-Nullmenge



Ein wichtiger Aspekt in unserer Betrachtung ist die Unabhéngigkeit der
Finanzvariablen. Das bedeutet, dass die o-Algebren G; und H; stochastisch
unabhéngig sind. Dies bedeutet, dass die Finanzvariablen unabhéngig von
der zukiinftigen Lebensdauer sind.

Somit bezeichnen wir die von G; und ‘H; erzeugte o-Algebra mit F; = o(G;, Hy),
wobeil das Maf3 auf F; das Produktmafl darstellt.

3.1 Black-Scholes-Marktmodell

Dieses Marktmodell besteht aus zwei Anlagemoglichkeiten:

Risikofreie Anlage:
B(t) = exp(dt)

Fonds, durch eine geometrische Brownschen Bewegung modelliert:
S(t) = S(0)exp ((77 — %JQ)t + aW(t))

mit W(t) ~ N(0,1).

S stellt die Losung folgender stochastischer Differentialgleichng dar:

dS = nSdt + o SdW

Nun betrachten wir die diskontierten Werte von B und S:

BH(t) = %_1
50 = e = SOl =35 )+ W)

3.2 Berechnung der Optionspreise

Um die Optionspreise zu bestimmen muss man zuerst ein dquivalentes Mar-
tingalmafl bestimmen. Wir bendtigen somit ein Mafl Q, sodass S* ein Mar-

tingal unter Q ist.



Hierzu definieren wir uns folgende Radon-Nikodym-Dichte:

& = exp (—1 (77 — 5>2t Iz 5W(t)> vt € [0,T]

o o

Wegen eines Folgesatzes des Girsanov-Theorems aus der Theorie der stochas-

tischen Integration folgt, dass

. )
W, = W)+ 1—2¢

g

unter Q = &P eine standardiesierte Brownsche Bewegung ist.
Lemma:

Nach dieser Transformation ist
1 ~

S*(t) = S(0) exp <—502t + UW(t))
unter QQ ein Martingal ist.
Somit entsprechen die Preise einer Option dem Erwartungswert unter Q.
Beweis:
Fir t,u € R, u > t ist die folgende Gleichheit zu beweisen:

EQ[S*(u)|F] = S*(t).
Dafiir ist folgende Notation notwendig: u = t + At, W, = W, + AW und
Z ~N(0,1).

Qo+ Q L, 7 L, P
ER[S*(u)|F] = E® | S(0) exp —50 t+oWi(t)+ (—50 At + o AW) ) | F;
1 < 1

= 5%(0) exp (—50275 + aW(t)) EQ {exp (—ﬁazAt + oV AtZ) |.7:t} = S*(t).

Damit ist gezeigt, dass Q ein zu P aquivalentes Maf ist, unter welchem S*

ein Martingal ist. Somit existiert mindestens ein konsistentes Preissystem.

Nachdem wir nun eine geeigneten Okonomie mit (2, A,P), S und B defi-
niert haben, konnen wir nun den Preis einer Todesfallsumme C(T') zur Zeit

t bestimmen:
m = E®exp(—0(T — t)C(T))| 7
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Wir kénnen nun auch die Einmaleinlagen fiir dieses Marktmodell fiir die
Erlebensfallversicherung, sowie fiir die Temporére Todesfallversicherung be-

rechnen:

e Erlebensfallversicherung

V(0) = E®[exp(—)C(T)]rps

e Temporire Todesfallversicherung

V(0) = [i} EQ[exp(—6t)C/(t)]ipaftsdt

4 Berechnung der nétigen Einmaleinlagen bei

zusatzlicher Garantie

Bisher haben wir dem Versicherungsnehmer keine Garantie zugesprochen.
Nun wollen wir analysieren, was passiert, wenn man dem Versicherungsneh-

mer eine garanierte Leistung zusagt. Dazu ist folgende Notation notwendig:

C(7) Versicherungssumme zur Zeit 7
N(1) Anzahl der Fondsanteile zur Zeit 7
S(7) Kurs der Wertschrift zur Zeit 7
G(7) Garantierte Leistung zur Zeit 7

C(7) = max{N(7)S(7),G(7)} Versicherte Summe

Fiir unsere Berechnung der Nettoeinmalpramie fiir eine reine Erlebens- versi-
cherung und Todesfallversicherung verwenden wir das Black-Scholes-Modell.

Black und Scholes gehen in ihrem Modell davon aus, dass

e der zu betrachtende Wertpapierkurs einer geometrischen Brownschen

Bewegung folgt,
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e cs keine Transaktionskosten gibt,
e dass zeitstetigen Handeln moglich ist,
e und dass Arbitragefreiheit vorliegt.
Als wichtiges Instrument nutzen wir die Black-Scholes-Formel:
C(t) = S(t)(du(t, S(1)) — Ke " d(da(t, S(1)))

mit

di(t,S(t) =
do(t,S(t)) = di(t,S(t)) — ovVT —1

Wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet:

d(y) exp(—— dx

“ 7 L.

Die Black-Scholes-Formel beschreibt den Preisprozess eines européischen Calls.

Ein européischer Call mit Strike K fiir ein Wertpapier S hat den Payoff
(St — K)* = max{S(T) — K,0}.

Ein europédischer Call kann erst zum Zeitpunkt 7', am Ende der Laufzeit,
ausgeiibt werden. Ahnliches gilt auch fiir die Mindestgarantie in unserem
Vertrag, die nur dann greift, wenn die Anlage nicht ausreichend gut ist. Sie
stellt somit eine Art Option dar.

Zum Vertragsende (t = T') wird der Wert des Wertpapiers ausbezahlt, min-
destens aber die Mindestgarantie G. Der Zahlungsanspruch lautet folglich:

O(T) = max{G(T), N(T)S(T)}

Man muss den Zahlungsanspruch so umformen, dass er den Wert eines
européischen Calls beschreibt.

Wir wollen vorerst die Nettoeinmalpréamie fiir die Erlebensfallversicherung
betrachten.
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Der Wert der Erlebensfallversicherung zur Zeit Null betrigt EQ[C*(T)] somit
gilt:

rGo =1 p.E}max{N(t)S*(T), G*(T)}]
wobei

SH(T) = S(0) exp (—%UQT + UW(T)) mit  W(T) ~ N(0,T).
Somit erhilt man

16 = ap [ mas [N<T>S<o>exp<—§a%+a§>,G*<T> F€)de

o0

1©) = mlﬂ—TeXp (—%&2).

Nun setzen wir £ = 1 [ln (%) - %02T] Wenn nun ¢ > &, dann ist
auch N(T)S*(T) > G*(T).

Somit berechnet sich die Einmaleinlage wie folgt

£ 00
G = G () [ HQdE+ NI)SO) [ expl= 30T +06)£()

£ 9
= G D) [ Qe+ NI)SO) | o espl gl — 0T ),

womit man durch Vereinfachen der Terme zu folgendem Ergebnis kommt:

Gy =7 po|G(T) exp(—0T)@(—dy(T)) + S(0)N(T)2(dy(T))]

mit
0) = = [ en-Ds
() In [N(ézf)(t)}a-:@_—: s02(s — t)’ 5> )
dy(s) = ! [Nng)(t)} 0T t), (s > t)
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Analoge Rechnungen wie oben, fiihren fiir die Nettoeinmalpramie fiir eine

temporéare Todesfallversicherung in der Hohe von
C(t) = max{N(1)S(1), G(¢)}

auf folgendes Ergebnis:

Ghr = [ (G10)exp(=3)D(=d3(e) + SONPAO)pusser)

5 Die Thielesche Differentialgleichung

Die Ausfithungen aus diesem Kapitel beziehen sich auf die Unterlagen von
[KO] und [K].

Um die Thielesche Differentialgleichung herzuleiten, muss zuerst die Pramie
fiir diesen Versicherungstyp eingefiihrt werden. Wir bezeichnen nun mit p(t)

die Préamiendichte zur Zeit t.
Mit Hilfe des Aquivalenzprinzips gelten folgende Gleichungen:
T
G, = / p(t) exp(—0t)p.dt
0

T
Gy = / Pt) xp(— 6t paftoedt
0

Weiters muss das Deckungskapital der beiden Typen berechnet werden.

Erlebensfallversicherung:

V(t) =r—t o (T) — /t P(&) exp(—6(& — 1)) e—tPered

Todesfallversicherung:

V(t) = / (12 (E)ttave — PE) exp(—6(E — £)))e_ipasedt
mit

m(s) = G(s) exp(—d(s — 1)) (—d3(s)) + N(5)S(t)@(d;(s))
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dt — G(s)
1(3) os —1
N ¢
L) In[XE ) 4 (5 — Lo?)(s — 1)
2 ovs—t
fiir s > t.

An dieser Stelle muss erwédhnt werden, dass im Gegensatz zum klassischen
Fall die Reserven nicht deterministisch sind, sondern vom Wert der zugrun-
deliegenen Wertschriften S abhéngen.

Aus diesem Grund miissen wir anstatt der deterministischen Differential-
gleichung, die Ito-Formel verwenden.

Im stetigen Fall lautet diese
1
df (W) = f'dW + §f"ds,

wobei W eine standardisierte Brownsche Bewegung bezeichnet.

Somit ergibt sich:

e Die Differentialgleichung fiir den Marktwert einer reinen Erlebenversi-

cherung:
ov 1 0?V v
— =p(t et FOV() —=0*S(t) == — 6S(t) ==
e Die Differentialgleichung fiir den Marktwert einer temporéren Todes-
fallversicherung:
o _ 1, , O*V oV
ot P(t) + (ot + )V (8) = C() prase — 50 S(t) 952 55(75)%
Beweis:

Mit der Definition des Nettodeckungskapitals:

V(t) =1t paserm? (T) exp(dt) — / P(E) xp(—6(€ — £))e_ipasedé

mit 7} (1) = exp(—dt)m(T),
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lasst sich 7} (T") in folgender Gestalt anschreiben:

7(T) = W) [v<t> + [ PO expl-3(6 — Dbt

mit U(t) = <2,

T—tPz+t

Da 7} eine Funktion von S(w) und ¢ ist, kann die Ito-Formel auf die

Funktion 7/ (¢, S) angewendet werden.

Dadurch erhalten wir:

0 ,0 1 0?

* 2 2
drn; = 5" 8S7rt *(rSdt + oSAW,) + 5952 Sedt
0 0 1% 5. 0 -
= atﬂt 8S7Ttr5 + = 5952 LoST | dt + 5™ ;o SdW,

Nun werden noch die einzelen Terme bestimmen:

oy ov
o5 — YWgg
0Py 0*V
52— YW

Um Z= zu berechnen, braucht man folgende Terme:

0
ag—tpxﬂ = Hztrte—tPz+t

0 A\ A A
—¥(t) = (=) ==—-=B
ot (®) <B> B B?
= —(Mats +6)¥()
Nun muss man nur noch die obigen Terme einsetzten und erhélt:

8(;;* = %—T(V(t)Jr/t ﬁ(f)exp(—fs(i—t))&tpa:+tdt>

w00 (G + 55 [ P expl(e — pmet
= w0 (5~ e+ V(0 —510))
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Wenn wir nun die Kettenregel auf den Term

0

5 || P exp(=0(€ — 1)t

anwenden, erhalten wir schlieSlich:

P(T) = (D) + / “w(o) D ssarie)

S
s ov 02V oV
+ /t 1763 {%55 + %(72528—82 — (gse +O)V(E) + vy —p(&)| d¢

Da wir wissen, dass 7*(7T") ein Martingal ist, muss der Driftterm ver-

schwinden. Und wir erhalten das gesuchte Resultat:

A% 1 0*V A%

— =75t . NV(t) — =c2S(t)?=— — 6S(t) —

— Die ersten Terme der Differentialgleichung entsprechen dem klas-
sischen Fall. Das heifit die Abhéngigkeit von den Prédmien, der

Sterblichkeit und dem Zins.

— Bedingt durch den Fonds kommt noch der Term —102S(t)22% —
§5(t)%% hinzu, welcher durch die Fluktuation der zugrunde lie-
genden Wertschrift S bedingt ist.

— Fiir den Fall, dass die Sterblichkeitsdichte und die Pramiendichte
gleich null wéren, wiirden wir die Black-Scholes Gleichung erhal-

ten.

6 Hedging

Die Informationen der néchsten Kapitel wurden von [HR] und [R] be-

zogen.
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6.1 Delta-Hedging

Delta ist eine Kennzahl, welche die wertméfiige Verdnderung eines De-
rivats bei Anderung des Aktienkurses um eine Einheit angibt. Man
kann sozusagen mit Delta ein Bezugsverhéltnis von Optionen und Ak-
tien ermitteln. Somit kann es zur Bestimmung der Absicherung benutzt
werden. Im Falle von Fondsgebundenen Lebensversicherungen soll das
Risiko der Erzielung der Mindestgarantie abgesichert werden.

Fiir diesen Ansatz des Hedgings kann man die Formel des fairen Preises
nach Black-Scholes, die wir bereits hergeleitet haben, anwenden.

Man nimmt eine Hedging-Strategie (o, 3;) an, wobei «; die Anzahl der
Zertifikate und 3, die Anzahl der Zero-Bonds mit Wert 1 bei Falligkeit
T beschreibt, welche zur Zeit t gehalten werden miissen.

Fiir die Hedging-Strategie muss zu jedem Zeitpunkt t € [0,7") gelten:
m(C) = aS(t) + ﬁte_r(T_t)

Durch eine Koeffizientenvergleich erhalten wir:

ap = O(dyi(t, S(t))N(t)
B = G(1=(daot, 5(2))))-

Um eine selbstfinanzierende Strategie zu behalten, muss zeitstetiges
Handeln moglich sein, ebenso miissen Transaktionskosten aufler Acht
gelassen werden. Da diese Bedingungen in der Praxis nicht immer um-

setzbar sind, miissen alternative Methoden angewendet werden.

6.2 Hedging-Kosten durch diskretes Handeln

Nun untersuchen wir, welche Hedging-Kosten entstehen, wenn wir zeits-
tetiges Handeln nicht mehr zulassen. Diese Annahme ist viel praxisnédher,
da ein Versicherer immer nur zu diskreten Zeitpunkten das Portfolio an-
passen kann. Diese Annahme ist jedoch nicht mehr mit den Annahmen
des Black-Scholes-Modells konform.
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Man nimmt an, dass man das Portfolio immer nach gewissen Tagen
anpasst, und iiberpriift, welche Hedging-Kosten dadurch entstehen.
Den Wert, den das Hedge-Portfolio zum Zeitpunkt ¢ € [0,7) hat, gibt

man wie folgt an:
‘Zﬁ(dv B) =a; S+ Btﬁir(T?t)

wobei t nur die Zeitpunkte annimmt, an denen das Portfolio tatsichlich
angepasst wird.
Dieses Portfolio stellen wir dem ,idealen Wert, welchen wir mit dem

Black-Scholes-Modell ermittelt haben, gegeniiber:
Vi(e, B) = aySy + Bye™ T

Nun setzen wir an den Tagen, an denen angepasst wird, die Anzahl der
Anleihen und den Zero-Bond auf den idealen Wert:

Q= oy By = 0y

Man muss jedoch beachten, dass durch diese Methode die selbstfinan-
zierende Figenschaft des Hedging-Portfolios verloren geht. Aus diesem
Grund nimmt man am Kapitalmarkt Geld auf oder legt es an. Der

entsprechende Betrag C' lasst sich wie folgt bestimmen:
Cy = (1 — @ )S; + (Bt,—l - Bt,)e_r(T_t)

Die jeweiligen Betrége werden bis zum Laufzeitende verzinst und auf-
addiert, sodass sich zum Zeitpunkt 7" nachfolgende Hedgingkosten
(negative Kosten = Gewinn) Y Cyv(t,T) ergeben.

6.3 Vega-Hedging

Da der Black-Scholes-Ansatz von der in der Praxis nicht erfiillten An-
nahme ausgeht, dass die Volatilitdt o konstant ist, sollte man somit
versuchen, den Wert eines Portfolios auch unempfindlich gegeniiber
Anderungen der Volatilitit zu machen. Dabei benutzt man das Ve-

ga eines Portfolios.
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Vega beschreibt die Anderungsrate im Verhiltnis zur Volatilitit des

Underlyings:
ac
Y= %

Aus der Black-Scholes-Formel mit dem dort definierten dy ergibt sich

das Vega eines Calls auf eine dividendenfreie Aktie als
V=SV —t)p(dy+ov(T —1)).

Da die Black-Scholes-Formel unter der Annahme konstanter Volatilitét
hergeleitet worden ist, ist es eigentlich nicht gerechtfertigt, V durch Ab-
leiten der Black-Scholes-Formel nach o zu berechnen. Die obige Formel
fiir V ist aber sehr &hnlich zu einer Gleichung fiir 9C'/Jo, welche aus
einem allgemeineren Modell mit stochastischer Volatilitét folgt, so dass

sie ndherungsweise benutzt werden kann.

6.4 Rho-Hedging

Um sich gegen Zinsschwankungen abzusichern bedient man sich zum
Beispiel dem Rho-Hedging. Rho ist eine Kennzahl, welche die Ande-

rungsrate des Portfolios im Verhéltnis zum Zinssatz darstellt:

e

= o

Fiir einen Call auf eine dividendenfreie Aktie ergibt sich aus der Black-

Scholes-Formel:

p=K(T —t)e " T (dy)

Ein Rho von -35,8 bedeutet zum Beispiel, das bei einer Steigung des
Zinssatzes um 1% unser Portfolio sich um 0,358% verringert. Somit ist
das Ziel ein ,zero Rho“ zu erreichen, um gegen Zinsrisiken perfekt ab-
gesichert zu sein.

Bei Wahrungsoptionen miissen dabei neben den inldndischen auch die
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Zinsschwankungen im Land der Fremdwéahrung beriicksichtigt werden,
so dass beim Rho-Hedgen zwei verschiedene Werte pi, po betrachtet

werden.

All diese entsprechende Instrumente, sprich Optionen, fiir das Rho-,

als auch fiir das Vega-Hedging sind jedoch sehr schwierig zu finden.

7 Sensitivitidtsanalyse

Sensitivitéitsanalysen sind unter anderem fiir den Vertrieb des Versi-
cherers von wesentlicher Bedeutung. Von Interesse ist zum Beispiel die
Variation der Mindestgarantie. Diese Garantie wird zu Vertragsbeginn
zwischen Versicherer und Versicherungsnehmer vereinbart. Wird eine
geringe Mindestgarantie gewéhlt, liegt der faire Preis nahe der Einmal-
zahlung. Dies hingt damit zusammen, dass der Anteil der Komponen-
ten, die die Mindestgarantie sichern sollen, nur sehr gering ist. Somit
wirkt sich der Einfluss bei der Berechnung des fairen Preises kaum aus,
das heiflt der faire Preis entspricht fast der Einmalzahlung. Steigt die
Mindestgarantie, so steigt der faire Preis und der relative Wertanteil
des Aktieninvestments im Hedge-Portfolio (=Aktienquote) féllt. Der
restliche Anteil des Vermogens (d.h. 1- Aktienquote) wird gemé8 der
Delta-Hedging-Strategie in Zero-Bonds investiert. Das bedeutet, dass
ein Teil der Pramien fest verzinst angelegt wird, um die Mindestgaran-
tie zu erreichen. Der andere Teil der Pramien (Aktienquote) jedoch am
Markt angelegt wird.

Weiters kann man beobachten, dass bei steigendem Wertpapierkurs
auch sukzessive die Aktienquote durch die Delta-Hedging-Methode erhoht
wird. Dieses Verhalten stimmt mit dem Verhalten eines européischen
Calls im Black-Scholes-Modell iiberein, welches wir fiir die Berechnun-
gen auch zu Grunde gelegt haben. Auch der Wert der Mindestgarantie,
also die Gebiihr, nimmt bei steigendem Aktienanteil ab und fallt bis
auf Null. Das beruht darauf, dass es durch die Kurssteigerungen im-

mer unwahrscheinlicher wird, dass der Wert des Wertpapiers unter die
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Mindestgarantie féllt. Die Mindestgarantie greift dann also nicht mehr,
was dazu fithrt, dass die Gebiihr wegfillt.

Mit Hilfe dieser Analysen kann mit dem Kunden ein Préferenzprofil
entwickelt werden, in dem er die Notwenigkeit, Wichtigkeit und die
Hohe der Garantiezahlung bestimmt. Dariiberhinaus wird dem Kun-
den veranschaulicht, wie stark er an den Chancen des Aktienmarkts

partizipiert.

8 Variations- und Verfeinerungsmaoglich-

keiten

Ublicherweise schlieBen Versicherungsunternehmen mit einer Vielzahl
von Kunden Lebensversicherungsvertrige ab. Diese haben unterschied-
liche Laufzeiten und verpflichten zu unterschiedlichen Garantiezahlun-
gen. So wére es sinnvoll, wenn man bei der Modellierung nicht einen
speziellen Vertrag, sondern das gesamte Portfolio als Berechnungsgrund-
lage haranziehen wiirde.

Fiir den fondsgebundenen Lebensversicherungsvertrag gibt es aufler-
dem viele Variationsméglichkeiten, die jeweils in die Modellierung ein-

bezogen werden miissten. Diese Variationen sind zum Beispiel:

— Kiindigungsrecht:
Um den Absatz an Produkten zu steigern, sollte der Versicherer
seinen Kunden ein Kiindigungsrecht einrdumen. Man spricht von
der sogenannten ,Surrender Option“. Bei dieser ,,Surrender Op-
tion® wird tiblicherweise nur der Wert des Wertpapiers N (t)S(t)
zum Kiindigungszeitpunkt ¢ ausbezahlt, auch wenn der Wert unter

der Mindestgarantie liegt.

— Mindestgarantie nur im Todesfall:
Lebt der Versicherte zum Vertragsende noch, bekommt er nur
den Wertpapierwert S%ST ausbezahlt. Das bedeutet, der Versi-
cherungsnehmer trégt bis zum Laufzeitende das Risiko der Kapi-

talanlager selber.
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— Variable Beitragszahlungen:
Die angenommene Einmalprdmie, kann auch durch variable Bei-

tragszahlungen erbracht werden.

— Variable Anlagemdoglichkeiten:
Viele Versicherungsunternehmen bieten auch die Moglichkeit an,
zwischen verschiedenen Anlagemoglichkeiten der Pramie zu wéhlen.
Somit kann der Versicherungsnehmer sein persoénliches Portfolio
aus verschiedenen Fonds wihrend der gesamten Vertragslaufzeit
verandern. Die bestehenden und zukiinftige Verteilung der Anteile

auf die Fonds konnen an deren Erfolg angepasst werden.

Abschlieflend ldsst sich sagen, dass das hier erlduterte Modell nur als
Grundgeriist fiir komplexere Annahmen verwenden lésst, und somit

eine grofle Bandbreite an Variationsspielraum zulésst.
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