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1 Problemstellung

1.1 Lang andauernde Schadenabwicklung und ihre Ursachen

Zwischen dem Eintritt eines Schadenfalles und dessen vollstindiger Regulierung be-
steht immer eine zeitliche Differenz, da einerseits der Schaden dem Versicherer ge-
meldet und von ihm tiberpriift werden muss, und andererseits die Abwicklung selbst
einige Zeit, zum Beispiel fiir die Reparatur, in Anspruch nehmen kann. Im Gegen-
satz zu den meisten Versicherungsbranchen, wo die Regulierungszeit meist nur ein
bis zwei Monate dauert, kann sie in der Haftpflichtversicherung durchaus mehrere
Jahre betragen. Zwei wesentlichen Griinde dafiir sind:

1. Spite Manifestation: Manche Schdden werden erst lange Zeit nach ihrer Verursa-
chung bemerkt, weil sie nur unter bestimmten Gegebenheiten auftreten:
z.B. Fehler eines Architekten, die erst bei besonderer Belastung eines Bauwerks
bemerkbar werden, oder Fehler eines Notars, die erst bei der Eroffnung eines
Testaments auftreten. Die Haftpflichtversicherung deckt auch solche Schéden,
sofern die Polizze zur Zeit der Verursachung des Fehlers in Kraft war.

2. Lange Regulierungsdauer: Selbst nach dem Schadeneintritt und Meldung an den
Versicherer kann es lange Zeit dauern, bis die endgiiltige Schadenhthe bekannt
ist, z.B. wenn sie vom Ausgang eines Gerichtsprozesses oder von Kosten einer
langeren &rztlichen Behandlung abhéngt.

Es gibt also zwei Arten von Schdden zum Ende einer Abrechnungsperiode, deren
Hohe noch nicht vollstdndig bekannt ist:

e Schiden nach Nummer 1, die zwar schon verursacht bzw. eingetreten, dem Ver-
sicherer aber noch nicht bekannt sind, werden als IBNR- Schiaden bezeichnet
(IBNR = incurred but not reported). Der Versicherer ist verpflichtet eine IBNR-
Schadenreserve zu bilden, falls solche Schidden erfahrungsgemifl zu erwarten

sind.

e Schidden nach Nummer 2, die zwar dem Versicherer gemeldet, aber noch nicht
vollstandig reguliert sind, werden IBNER- Schdden (IBNER = incurred but not
enough reserved), manchmal auch RBNS- Schdaden (RBNS = reported but not
settled) genannt. Der zustandige Schadensachbearbeiter muss, basierend auf der
verfiigbaren Information des Einzelschadens und seiner Erfahrung, eine vermut-
lich ausreichende Einzelfallreserve festsetzen. Die spater tatsdchlich anfallenden



Kosten kdnnen dann, gemessen an der Einzelfallreserve, zu Abwicklungsgewin-
nen oder -verlusten fithren. Nimmt die Schadenhthe im Lauf der Abwicklungs-
zeit starker zu als angenommen, so tritt ein Abwicklungsverlust ein. Die Reserve
fiir ein erfahrungsgemafs negatives Abwicklungsergebnis eines ganzen Bestan-
des wird als IBNER-Schadenreserve bezeichnet.

Im Folgenden wird fiir die zwei eben genannten Reservearten der Uberbegriff (Spit-)
Schadenreserve verwendet.

Eine moglichst genaue Schidtzung der Schadenreserve ist einerseits zur Erstellung
der externen Rechnungslegung und andererseits zur Pramienkalkulation, welche von
dem vergangenen Schadenverlauf abhédngt, erforderlich. Die IBNR- Reserve wird in
beiden Féllen benotigt, anders als die IBNER-Reserve, welche nur fiir die Pramienkalku-
lation und die intere Rechnungslegung verwendet wird.

Die Spidtschadenreservierungsproblematik betrifft den Riickversicherer in der Haft-
pflichtversicherung bei den hdufig vorkommenden Schadenexzedentenriickver-
sicherungsvertrdgen stark. Hier ibernimmt der Riickversicherer jenen Teil der Scha-
denhohe eines Schadenfalles, der einen zuvor festgesetzten Betrag, die Prioritat iiber-
steigt. Oft ist dem Erstversicherer bei der Meldung eines Schadens noch nicht be-
kannt, ob die Schadenhohe die Prioritét tibersteigen wird, und er kann deshalb dem
Riickversicherer am Ende eines Vertragsjahres nicht definitiv mitteilen, welche Be-
trage er iibernehmen muss. Fiir den Riickversicherer steigt daher die Spatschaden-
reservierungsproblematik enorm, da fiir ihn auch solche Schdaden als IBNR-Schdden
zéhlen.

1.2 Grundsatzliches zu den mathematischen Verfahren

Aufgrund der entscheidenden Bedeutung der Schidtzung der Spdtschadenreserve fiir
die Rechnungslegung und die Pramienkalkulation sind einige mathematische Reser-
veschétzverfahren entwickelt worden. Sie alle versuchen, die Erfahrungen und Infor-
mationen fritherer Schadeneintrittsjahre auf spdtere Anfalljahre zu tibertragen. Somit
kann es jedoch auch passieren, dass sie wegen Trend- oder Strukturdnderungen, die
sichim Lauf der Zeit ereignen (z.B. in der Schadenregulierung, Zeichnungspolitik oder
Rechtssprechung) versagen. Fiir die nachstehend dargestellten Verfahren nehmen wir
deshalb an, dass im Verlauf der betrachteten Jahre keine solchen Trend- oder Struktur-
briiche stattfinden.



1.3 Das Abwicklungsdreieck

Den meisten mathematischen Verfahren zur Berechnung der Spatschadenreserve liegt
das sogenannte Abwicklungsdreieck zugrunde, das sich in seiner Grundform folgen-
dermaflen darstellen lésst:

SeiSi, 1<i<I, k=1,2,..., der im Abwicklungsjahr k aufgewendete Betrag fiir im
Anfalljahr i eingetretene Schaden. Das erste Abwicklungsjahr, k = 1, ist das Anfalljahr
selbst, das zweite Abwicklungsjahr, k = 2, ist das dem Anfalljahr folgende Kalender-
jahr, usw.

Das jlingste Anfalljahr i = I ist das dem aktuellen Jahr vorangehende Jahr, von dem
nur die Schdden bekannt sind, welche in diesem Jahr eingetreten und gemeldet wur-
den. Von dem am ladngsten zuriickliegenden Anfalljahr i = 1 sind bereits k = [ Ab-
wicklungsjahre bekannt. Das erste Anfalljahr wird wenn mdglich so gewdhlt, dass
es nach fachménnischer Einschdtzung nahezu vollstandig abgewickelt ist, so dass die
Betrdge S1,14+1, S1,142, - - ., der kiinftigen Abwicklungsjahre vermutlich alle gleich Null
sind.

Im Abwicklungsdreieck (Tabelle 1) sind nur die Betrdge S;; miti + k < I + 1 bekannt,
wobei die Zeilen die Anfalljahre i und die Spalten die Abwicklungsjahre k darstellen.

Abwicklungsjahre k
= S11 S12 S1k Sti41-i -+ S11-1 SuI
4(:’; Sn S22 Sok Sor41-i - S21-1
’E . . .
g
% Sin Si2 o Sik coo o Sigt1—i
A

Si+1-k1 Siy1-k2 .- Sir1—kk

Si-11 Si-12
Sn

Tabelle 1: Das Abwicklungsdreieck

Die Parallelen zur Hypotenuse des Dreiecks entsprechen den einzelnen Kalenderjah-
ren. Zur entsprechenden Situation vor einem Jahr sind nur die Werte Sy, S;—12, ...,
Si+1—kks ---, S11 der Hypotenuse (Diagonale) dazugekommen, die das letze Kalender-
jahr betreffen.

Nach einem moglichen kurzen Anstieg zu Beginn der Schadenabwicklung nehmen
die Betrdge S fiir jedes Anfalljahr i mit wachsendem k tendenziell ab und werden



schlussendlich gleich Null sein, da Anderungen im Schadenstand nach langer Ab-
wicklungsdauer immer unwahrscheinlicher werden.

Unter der Annahme, dass nach I Abwicklungsjahren alle Schdden eines Anfalljahres
bekannt und vollstindig reguliert sind, bezeichnet S;; = Sj; + Sj» 4 ... + S;; den Ge-
samtschaden fiir Anfalljahr i. Von S; ist bis jetzt jedoch nur der Betrag

Sit +Sip + ...+ S; 1+1-; bekannt, der noch unbekannte Teil ist

Ri:=Si1+2-i+ Sirts—i+ ...+ Sir.

Ziel der mathematischen Verfahren ist, den Betrag R; fiir jedes Anfalljahr zu schitzen.

Es gibt verschiedene Abwandlungen des Abwicklungsdreiecks, so steht hdufig an ei-
ner Stelle (i, k) der kumulierte Schadenstand C;z = S;1 + Sj» + ... + Sj; und nicht der
Zuwachs Sj.. Die Zuwiéchse sind durch Sj; = Cj — C;_; mit Cjp = 0 einfach zu be-
stimmen.

Die Betrdge Sjx beziehen sich im Allgemeinen auf die Schdden eines Bestandes von
Risiken. In der Schadenreservierung ist es wichtig, moglichst grofie und homogene
Teilbestande zu bilden, da einerseits die Abwicklung eines einzelnen Schadenfalles
wenig tiber andere Schadenabwicklungen aussagt und deshalb Informationen nach
dem Prinzip vom Ausgleich im Kollektiv immer zuverldssiger werden, wenn sie auf
mehr Schdden beruhen. Andererseits kann es passieren, dass Informationen verloren
gehen, wenn Teilbestinde zusammengefasst werden, die sich in ihrem Abwicklungs-
verhalten unterscheiden, weshalb auf die Bildung homogener Teilbestinde geachtet
werden muss. Die Schidtzung der Spétschadenreserve ist daher keine rein mathemati-
sche Aufgabe, sondern ist stark von der Wahl der Teilbestdnde abhédngig.

1.4 Bedeutung der Schitzgenauigkeit

Nicht zu vergessen ist, dass es sich bei der zu schédtzenden Spatschadenreserve um
eine Zufallsvariable handelt, bei der man sich natiirlich fiir ihren Erwartungswert in-
teressiert. Hier gilt jedoch nicht, wie bei der Pramienkalkulation, dass die Abweichung
des Gesamtschadens vom Erwartungswert relativ gering ist, da die Schaden mit lan-
ger Abwicklungsdauer nur einen kleinen Teil der Gesamtzahl aller Schdden bilden.
Da also die Schitzung des Erwartungswertes mit groflen Unsicherheiten verbunden
ist, ist neben der Punktschdtzung fiir den Erwartungswert der Reserve eine Angabe
tiber die Genauigkeit dieser Schiatzung wichtig.

Auflerdem gilt, dass die Spdtschadenreserve eine Prognose tiber mehrere Jahre bein-
haltet, was nochmals zu hoherer Unsicherheit fiihrt. Mit der Reserveschdtzung ist die
Bindung entsprechender Geldmittel verbunden, die spéter nicht einfach aus Pramien
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des damaligen Portefeuilles aufgestockt werden kann, falls die Reserve zu nieder an-
gesetzt wurde.
Ferner konnen zwei verschiedene Schatzverfahren nur dann verglichen werden, wenn

zumindest von einem die Genauigkeit der Punktschédtzung bekannt ist.

Der Angabe zur Schitzgenauigkeit kommt bei der Schadenreservierung also eine ho-
he Bedeutung zu. Sie sagt aus, welchen Informationswert die Punktschidtzung hat.

Wir werden im Weiteren ein paar Schitzverfahren kennenlernen, darunter auch das
bedeutende Chain-Ladder-Verfahren. Hierfiir werde ich eine Moglichkeit der Berech-
nung zur Schiatzung und Genauigkeitsmessung der Spatschadenreserve anfiihren. Ziel
ist, die Spatschadenreserve R; fiir Anfalljahr i moglichst gut durch einen Schétzer R;
zu prognostizieren, wobei wir mit der zur Varianz analogen bedingten mittleren qua-

dratischen Abweichung arbeiten.



2 Das Chain - Ladder — Verfahren

2.1 Allgemeines

Das Chain-Ladder Verfahren ist eines der &ltesten und bekanntesten mathematischen
Verfahren zur Schdtzung der Schadenreserve, das heute noch eine wichtige Rolle spielt.
Das Verfahren ist verteilungsfrei! und wird normalerweise in rein deterministischer
Form dargestellt, kann aber dennoch stochastisch modelliert werden. Da das stochas-
tische Modell einerseits die Grenzen bzw. die erforderlichen Voraussetzungen zeigt,
und andererseits die Angabe der Genauigkeit des Rerserveschitzers ermoglicht, wer-
den im weiteren die Verfahren immer stochastisch modelliert.

2.2 Das Chain - Ladder — Verfahren

Wir lassen fiir jedes Anfalljahr i einen individuellen Erwartungswert der Reserve zu,
nehmen aber an, dass die Aufteilung des Endschadens auf die einzelnen Abwick-
lungsjahre im Schnitt fiir jedes Anfalljahr gleich ist.

Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 1.3 schreiben wir den Endschaden des Anfalljah-
resi
Cir =S +5Spp+...+5is

in der multiplikativen Form

: Cik
Ci=Cn-Fa-Fp-...-Fj1,  wobei Fy= E:—H
ik
die multiplikative Zunahme des akkumulierten Schadenstandes Cj; von Abwicklungs-
jahr k zu Abwicklungsjahr k + 1 ist. Fiir diese Darstellung sollte Cj > 0 fiir alle Scha-
denstdnde sein, andernfalls wird die multiplikative Darstellung statt C;; mit dem ers-

ten Cj, > 0 geschrieben.

Wir haben, wie vorhin erwdhnt, die Annahme getroffen, dass die Aufteilung des End-
schadens auf die einzelnen Abwicklungsjahre im Schnitt fiir jedes Anfalljahr gleich
ist. Dies lasst sich so formalisieren, dass wir fiir die Zufallsvariablen Fj; einen vom
Anfalljahr i unabhédngigen Erwartungswert

E(Fy)=fi 1<i<I, 1<k<I—1

Werteilungsfreien Modellen liegt keine spezielle Verteilungsform zu Grunde.



annehmen.

Die fx geben die durchschnittliche Steigerung des Schadenstands von Abwicklungs-
jahr k auf Abwicklungsjahr k + 1 an und werden mittels des Cj-gewichteten arithme-
tischen Mittels

I-k I—k
fk - Zi:1 CikFik . 21:1 Cz’,k+1
o I—-k o I—-k
Ei:1 Cik Zizl Cik

aus den bis jetzt vorliegenden Werten der Cj; geschitzt. Eine Besonderheit des Chain-
Ladder-Verfahrens ist, dass der Endschaden C;; durch

1<k<I-1 (1)

Cir = Ci,1+1—i'f1+1—i T 'flflz 2<i1<, (2)

bzw. die Reserve R; = Cj; — C; 141_; der einzelnen Anfalljahre i durch
Ri=Cirra-i- (fro—i---fia—1) 3)

geschitzt werden kann. Das diese Darstellung moglich ist, wird spéter gezeigt.

Die Prognose beruht lediglich auf dem aktuellen Schadenstand C; 1, 1_; des Anfalljah-
res i, wobei die vergangenen Schadenstdnde Cjy, ..., C;;_; nicht beriicksichtigt wer-
den, was verwundernswert ist. Daher treffen wir die dem Chain-Ladder-Verfahren zu
Grunde liegenden Modellannahmen:

(CL1) Es gibt Abwicklungsfaktoren fi, ..., f;—1 mit

C.
1E(1C’k+_l|cz'1/--.,Cz’k):fk/ I<is<l 1<ks<I-1 fir G >0
ik

oder gleichbedeutend E(C; x41 | Ci1, ..., Cik) = Ci f-

Diese Annahme besagt, dass der bedingte Erwartungswert von C;;,1 nur von Cj
abhéngt. Die vorigen Werte C;y,...,C;x_1 verbessern den Informationsgehalt des je-
weils aktuellsten Schadenstandes nicht.

Unter Verwendung des Satzes vom iterierten Erwartungswert (siehe Anhang 1.) folgt

aus CL1 c c
E —""‘“) :IE<1E( Zes C~,...,C-)>: ,
( Cik Cik ‘ il ik fk

was wieder unser eigentliches Modell [E(F) = f; darstellt.

(CL2) Die Anfalljahre {Cjy,...,Cii}, 1 <i <, sind unabhingig.

Die Formulierung der Modellannahme CL1 als bedingter Erwartungswert zeigt, dass
wir nicht E(C;;) bzw. [E(R;), sondern vielmehr [E(C;;|D) bzw. [E(R;|D) schitzen wol-
len, wobei



D = {Ci | i+ k < I + 1} die bisher bekannten Daten sind.
Dass die Chain-Ladder-Projektion (2) tatsdchlich auf dem Modell aus CL1 und CL2
basiert, zeigt folgender Satz:

Satz: Unter den Annahmen CL1 und CL2 gilt
E(Ci1|D) = Cigy1—i - fr41—i-----fr-1, 2<i<L

Beweis: Mit der Abkiirzung D; = {Cjy,...,Ci+1-i} gilt wegen CL2 und durch wie-
derholte Anwendung von CL1

E(Ci|D) = E(Ci|Dy)
= E(E(Ci|Cq,...,Ci1-1)|D;)
]E(Ci,1_1f1—1‘Dz')
= E(Ci1-1|Di) fi

E(Ci141-ilDj) frer—i- -+ fr-1

= Cirs1-ifr41-i- - f1-1.
O

Ein weiterer Satz zeigt, dass die benutzten Schatzer fiir f;,1_;-...- fj_1 verniinftig
sind:

Satz: Unter den Annahmen CL1 und CL2 sind die geméafs (1) und (2) berechneten
Schitzer f erwartungstreu (siehe Anhang 2.) und unkorreliert mit

E(frs1—i--- fi-1) = figr—ic - fi-1.

Beweis: Siehe [Ma], Kapitel 3.2.4

Angesichts der Tatsache, dass f;_1 und f; von denselben Daten Cyy,...,Cj_xy ab-
hingen, ist die Unkorreliertheit der f; eher iiberraschend. Weiters gilt auch, dass die
Faktoren Fj fiir jedes feste Anfalljahr i unkorreliert sind, insbesondere sind also auch
aufeinander folgende Abwicklungsfaktoren F;;_; und Fj; unkorreliert. Deshalb sollte
das Chain-Ladder-Verfahren nicht bei Portefeuilles angewandt werden, bei denen im
Allgemeinen auf einen eher hohen Abwicklungsfaktor ein niedriger folgt, oder umge-

kehrt.

Da Fj, = C'CL; fiir Cjx = 0 undefiniert ist, wird hdufig

Ik
i—1 CirFix

[,

— mit Fjy :=0 falls Cjx =0
Yiokcy l 1
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an Stelle von L
fk _ Zi:_1 Cz’,k+1
Y Cir
verwendet, da dies fj tiberschitzt, falls ein Paar (C, C; x+1) mit Cjx = 0und Cj 1 >0
enthalten ist.

Nachdem man sich die Spatschadenreserve R; der einzelnen Anfalljahre berechnet hat,
kann die Gesamtreserve R mit

geschatzt werden.

2.3 Sensitivitit und Genauigkeit

Es gibt zwei heikle Stellen im Abwicklungsdreieck, die auch beim Chain-Ladder-Ver-
fahren zu beachten sind. Die erste sensible Situation stellt das rechte obere Eck dar:
Hier wird der Schétzer des letzten Abwicklungsfaktors f;_; berechnet, der nur von
einem Beobachtungswert S; abhédngt. Die im dltesten Anfalljahr beobachtete Veran-
derung ]?171 = (Cy,1-1 + S11)/Cq,1-1 wird auf alle anderen Anfalljahre tibertragen,
selbst wenn der Wert untypisch ist.

Das andere spitze Eck bildet die zweite kritische Stelle: Der Faktor Cjj, im jiingsten
Anfalljahr, beruht nur auf den Daten aus einem Beobachtungsjahr. In manchen Versi-
cherungsbereichen mit langer Abwicklungsdauer (vor allem bei Schadenexzedenten-
Riickversicherungen) sagt der Zahlungsstand Cj; selbst am Ende des Anfalljahres
noch wenig aus. Der Reserveschitzer R; = Cp - ( fl Caae fl_l — 1) fur das jiingste
Anfalljahr beruht nun auf diesem unsicheren Wert. Betrachten wir den Extremfall
Cp1 = 0, so wird die ganze Reserve Ry zu R;=0 geschitzt, was keinen Sinn macht.

Es ist moglich ein unplausibles Cj; zu korrigieren, indem man es durch den volums-
gewichteten Durchschnitt aller bisher beobachteten Anfalljahre

I I
Cn:=v; Y, Ca/Y v
i=1 i=1

ersetzt, wobei v; das Volumen (d.h. die Anzahl der Risiken bzw. deren Gesamtversi-
cherungssumme oder das Pramienvolumen) von Anfalljahr i ist.
Sind mehrere der Erstjahresstande C;; ebenfalls unplausibel, kann man sie durch Riick-
wartsprojektion
Co = - Cir1-i
freooo froi
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aus den jeweils aktuellen Schadenstdnden schitzen.
Man kann nun Cj; im Chain-Ladder-Reserveschitzer R; aus (3) durch v 141 ersetzen,
wobei §; der Schitzer fiir die mittlere Erstjahresschadenquote ist:

I I
1= Cirp1-i/ Y _(fi-- - froi-vi)
i=1 i=1

Diese Methode wird als Cape-Cod-Verfahren bezeichnet, mit dem natiirlich auch die
anderen aktuellen Schadenstande C;_1,C;_»3, ... angepasst werden kénnen.

Eine andere einfache Methode besteht darin, zundchst die gesamt Nettopramienein-
nahme des Anfalljahrs I abziiglich Cy; zu reservieren, bis nach dem folgenden Jahr

zuverldssigere Daten vorliegen.

Angesichts dieser Sensitivitdten wollen wir nun eine Formel fiir die Genauigkeit des
Reserveschitzers R; herleiten.

Die Schitzung der Genauigkeitsmessung der Spatschadenreserve basiert auf folgen-
dem Modell: Ziel ist, die Spadtschadenreserve R; fiir Anfalljahr i moglichst gut durch
einen Schitzer R; zu prognostizieren. Gesucht ist also der bedingte mittlere quadrati-
sche Fehler

mse(R;) = E((R; — R;)* | D)

zwischen Schitzer und Prognoseziel, gegeben die Daten des Abwicklungsdreiecks

D={Cyl|i+k<TI+1}.

Zur Berechnung der mittleren quadratischen Abweichung benutzen wir den fiir belie-
bige Skalare a giiltigen Verschiebungssatz

E(X —a)? = Var(X) + (E(X) — a)?
bzw. dessen Verallgemeinerung auf bedingte Erwartungswerte
E((X —h(Y))*[Y) = Var(X|Y) + (E(X]Y) — h(Y))*.

Da R; aus den Daten D berechnet wird und deshalb eine Funktion von D ist,
Ri = hi(D), gllt

mse(R;) = Var(R;|D) + (E(R;|D) — R;)*. (4)
Da wegen Ri = Ci[ — Ci,I+1—i und R,‘ = éi[ — Ci,1+1—i
mse(R;) = B((R; — R;)*|D) = E((Cis — Ci1)?|D) = mse(Cir)
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gilt, ersetzen wir in obiger Gleichung R; durch C;; und erhalten:

mse(Ciy) = Var(Cyf|D) + (E(C;f|D) — Ciy)?

Zufalfsrfehler Schét;rfehler

Damit liefert der Verschiebungssatz die Zerlegung in die zwei Komponenten Zufalls-
und Schétzfehler.

Betrachtet man Gleichung (4), so kann man erkennen, dass [E(R;| D) die beste Prognose
von R; im Quadratmittel ist, da R; = E(R;|D) den quadratischen Fehler minimiert.

Damit wir diese zwei Komponenten schitzen konnen, treffen wir eine weitere Modell-
annahme tiber die Varianz der Cj:

2 2

(CL3) Es gibt Proportionalitdtskonstanten o7, . ..,07_; mit

C'k 1 0'2
V. YAl 1 Cyq, ..., Co ) = =X,
ar( Cik | Cn lk) Cix

oder gleichbedeutend Var(C; ;11 | Ci1,...,Cix) = Cik (7,3.

1<i<I, 1<k<I-1, fir Cjx>0

Zur konkreten Berechnung fiir 02 wihlen wir als Schétzer

2 1 = Cikr1 ?
f = —— C; ’ — , 1<k<I-2

Wie man sehen kann, erhalten wir durch die Formel jedoch keinen Schétzer fiir o7_1.
Falls f;_1 = 1 und unter der Annahme, dass nach I — 1 Abwicklungsjahren keine
weiteren Schadenzahlungen mehr anfallen, konnen wir oj_; = 0 setzen. Ansonsten
muss die Folge oy,...,07_3,07_2 um einen weiteren Term extrapoliert werden oder
mit Hilfe der Forderung

berechnet werden.

Dadurch kénnen wir nun einen Schitzer fiir mse(R;) herleiten.

Satz: Unter den Annahmen (CL1), (CL2) und (CL3) kann der mittlere quadratische
Fehler des Reserveschitzers R; des Chain-Ladder-Verfahrens durch

(s.e.(R))* = C% I—Zl &—% (i - #>

e Ik
k=it1-i fi \Cix ;5 Cik
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geschitzt werden.

Beweis: Siehe [Ma], Kapitel 3.2.5

Der Standardfehler s.e.(R;) ist die Quadratwurzel des Schitzers mse(R;).
Wir haben also jetzt in R; und s.e.(R;) Schitzer fiir Erwartungswert und Standardfeh-
ler der Schadenreserve R; fiir Anfalljahr i.

Die Gesamtreserve R = Ry + ...+ R; wird durch R = R, + ...+ R; geschitzt. Da
die R; nicht voneinander unabhingig sind, weil sie tiber die Schitzer f;, 6y positiv
korrelieren, konnnen wir nicht einfach die quadrierten Standardfehler der einzelnen
Anfalljahre R; aufaddieren, um den Standardfehler von R zu berechnen.

Satz: Unter denselben Annahmen wie im vorigen Satz erhalten wir fiir den mittleren
quadratischen Fehler der Gesamtreserve R = Ry + ...+ R; den Schitzer

(s.e.(R))? = ZI: ((S-e-(R + Cir ( )3 C]I) Ii —Z(Ai,f/f,?>

Tk
i=2 j=it1 k=111-i =1 Cnk

Beweis: Siehe [Ma], Kapitel 3.2.5

24 Beispiel

Bekannt sind die kumulierten Betrdge Cj fiir i + k < I 4 1, wobei die Zeilen i =
., 6 die Anfalljahre und die Spalten k = 1, ..., 6 die Abwicklungsjahre darstellen:

Jahr1 Jahr2 Jahr3 Jahr4 Jahr5 Jahr6
2000 | 4370 6293 10292 12460 13660 14307
2001 | 2701 5291 7162 8945 9338

2002 | 4483 6729 10074 11142

2003 | 3254 5804 8351

2004 | 8010 12118

2005 | 5582

Tabelle 2: kumulierte Schadenstinde

Wir berechnen nun die Schitzer fk = Zf;{‘ Ciks1/ Zf;{‘ Cjx fiir die Ubergangsfaktoren:

Al h | fs | fol| ks
1,588 | 1,488 | 1,182 | 1,074 | 1,047

Tabelle 3: Ubergangsfaktoren
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Um die fehlenden Betrdge éi,k+1 fir i 4+ k > I + 1 zu berechnen, multiplizieren wir Cy
mit fk und erhalten:

Jahr1 Jahr2 Jahr3 Jahr4 Jahr5 Jahr6
2000 | 4370 6293 10292 12460 13660 14307
2001 | 2701 5291 7162 8945 9338 9780

2002 | 4483 6729 10074 11142 11971 12538
2003 | 3254 5804 8351 9874 10608 11111
2004 | 8010 12118 18028 21315 22901 23986
2005 | 5582 8864 13187 15592 16752 17546

Tabelle 4: kumulierte Schadenstiande fiir alle Zeiten

Schneller erhilt man die Endschiden mit C;; = Ciryi—i -fprl,i Caa -fl_l fur2 <i <1,

womit die Reserve fiir jedes Anfalljahr bestimmt werden kann durch

Ri=Cirrri- (frea-ivooo fria—1):

Ri| Ry | Rs | Re | Rs | Re
0 | 442 | 1396 | 2760 | 11868 | 11964

Tabelle 5: Spidtschadenreserven

Die Gesamtreserve R wird mit R = Ry + ... + R; geschatzt:

A

R = 28430

Zur Berechnung der Schitzgenauigkeit berechnen wir zunéchst 0, durch

2
1 [k Cir A o
o jk+1 o _ (V12 o
k—m;_lcjk (W_fk , 1<k<I-2 und 07 ;=min Er“[—:—; ,

0 0 03 o o
12,95 | 9,073 | 7,025 | 3,779 | 2,033

Tabelle 6: Schitzer der Parameter oy

um nun s.e.(R;) mittels

GeRyf—c ¥y (L1
.. i il fj{?‘ Cik Z]I—k C’k

k=1+1—i

zu berechnen:
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s.e.(Ry) | s.e.(R3) | s.e.(Ry) | s.e.(Rs) | s.e.(Rg)
255 599 992 2332 2851

Tabelle 7: mittlerer quadratischer Fehler von R;

Schliefdlich interessiert uns noch der mittlere quadratische Fehler der Gesamtreserve
R, den wir durch

I I -1 52/ 72
(se.(R))> =Y <(s.e.(f{i))2+ Cir < ) Cﬂ> ) %)
i= j=it1 k=111-i Lm—1 Cnk

erhalten:

s.e.(R) = 4639
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3 Kreuzklassifizierte parametrische Verfahren

Da es eine Vielzahl an mathematischen Verfahren zur Berechnung der Spatschadenre-
serve gibt, mochte ich in diesem Kapitel noch weitere Methoden erwéhnen, allerdings
nur bei dem auf der Gammaverteilung basierenden Verfahren niher ins Detail gehen.

3.1 Allgemeines

Eine der Modellannahmen beim Chain-Ladder-Verfahren war
(CL1)  E(Ciks1|Ci,---,Cik) = Cik frs 1<i<I, 1<k<I-1

Wenden wir darauf den Erwartungswert-Operator an und benutzen den Satz vom
iterierten Erwartungswert auf Seite 9, so sehen wir, dass das Chain-Ladder-Verfahren
ein Spezialfall einer Modellklasse ist, fiir die

(A)  E(Cig1) =E(Ci) fr, 1<i<Il 1<k<I-1
mit unbekannten positiven Parametern f, ..., fj_ gilt.
Satz: Jedes Modell, fiir das (A) gilt, erfiillt auch

(B)  E(Sik) = x; vk, 1<i, k<1,

mit unbekannten Parametern x;, yx > 0 mit y; + ... +y; = 1. Umgekehrt ist auch
jedes Modell der Art (B) ein Modell der Art (A).

Beweis: Siehe [Ma], Kapitel 3.3.1
Hierbei handelt es sich um die kreuzklassifizierten Modelle.

Der Unterschied zwischen Chain-Ladder-Modell (CL1) und den Modellklassen (A)
und (B) wird deutlich, wenn wir annehmen, wir kennen die Modellparameter fi, ...,
f1—1 von (CL1) und x;, y, von (B). Im Modell (B) wére der Reserveschitzer (bei zuséatzlich
angenommener Unabhdngigkeit der Abwicklungsjahre)

Ri=x;i(yria—i+...+y1)

unabhingig von den beobachteten Daten?, dh. R; dndert sich bei Verwendung anderer
Daten D nicht. Dagegen wiirde sich der Wert der Chain-Ladder-Reserve

Ri=Cirp1—i (froa—i - fio1— 1)

unter anderen Daten sehr wohl verdndern.

2Dies gilt nur bei festen x; und y. im Allgemeinen sind die Schétzer fiir x; und y; von den Daten
abhingig.
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Ziel ist es, die Parameter x;, yx zu schitzen, womit wir in £;, ; automatisch auch
Schitzer fir die eigentlich interessanten Werte E(S;), i +k > I+ 1 der kiinftigen
Schadenabwicklung erhalten.

Im folgenden Kapitel werden wir sehen, dass x;, y; trotz der fehlenden Beobachtun-
gen von Sj, i +k > I+ 1 geschidtzt werden konnen. Wir nehmen hierzu die Un-
abhingigkeit aller S; und die Positivitdt Sz > 0 an, wir betrachten also nur Vertei-
lungen, die auf der positiven reellen Achse definiert sind. Im Vergleich zum Chain-
Ladder-Verfahren sind diese Annahmen deutlich strenger, da wir dort nur die Un-
abhéngigkeit der Anfalljahre vorausgesetzt und negative Zuwéchse nicht ausgeschlos-
sen haben.

3.2 Ein auf der Gammaverteilung beruhendes Verfahren

In diesem Kapitel verwenden wir das individuelle Modell fiir die Zufallsvariable S;;
der Anderung des Schadenstands von Anfalljahr i in Abwicklungsjahr k:

Ui
Sik =Y Rikns
n=1

wobei wir die Polizzenzahl v; als Volumenmaf} von Anfalljahr i benutzen. Moglich
sind auch andere Volumenmafie, wie z.B. das Bedarfspramienvolumen oder die An-
zahl der im ersten Abwicklungsjahr gemeldeten Schdden. Rj;, bezeichnet den von der
n-ten Polizze stammenden Anderungsbetrag.

Wir suchen nun eine Verteilung, die wir diesem Modell zu Grunde legen kénnen. Es
ist nicht sinnvoll, irgendein Verteilungsmodell zu nehmen, denn dabei kénnte sich
eine ganz falsche Gestalt fiir die Verteilung ergeben. Da die Ry, fiir die meisten Po-
lizzen gleich Null sind, liegt die Hauptmasse der Wahrscheinlichkeit im Punkt 0. Um
auch fiir die vielen Falle kleinerer Risikogruppen eine brauchbare Approximation der
Gesamtschadenverteilung zu finden, verwenden wir stetige Verteilungen, bei denen
die Faltungspotenzen (und damit auch die Verteilung) berechnet werden kénnen. Die
bekannteste Verteilung auf (0,0), bei der die Faltungspotenzen berechnet werden
konnen, ist die Gammaverteilung. (sieche Anhang 3.)

Wir nehmen an, dass sie in allen Zellen (7, k) und fiir alle Polizzenn = 1, ..., v; densel-
ben Formparameter # < 1 hat, um die Parameterzahl nicht zu grofs werden zu lassen.

Wir gehen vom allgemeinen Ansatz
12
E(Rikn) = Xi Yk, und Var(Rikn) = M, 1 <n< 0;

aus und erhalten insgesamt fiir Sj; eine Gammaverteilung mit

. . 2
E(Six) =vi x;jyr und Var(Sy) = @
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mit Formparameter v; «.

Nehmen wir fiir die S;j; globale Unabhdngigkeit an, so erhalten wir als Likelihood-
funktion (siehe Anhang 4.)

- Il_k[ exp (_ocSm) _ (DéSik)mk / (Si T (avy)).

XiYk XiYk

Die Likelihoodschétzer sind die Werte £;, §j;, die L maximieren. Durch Nullsetzen
der partiellen Ableitungen von L nach den Parametern erhalten wir die Maximum-
Likelihood-Schitzer:

I+1—-i .

o= Y SL]’: (I+1—i)o;), 1<i<],
k=1
I+1—k Sik I+1—k

0 = Sik s 1<k<I

Sie ergeben sich durch abwechselnde Berechnung von %£; und ¥, ausgehend von den
Startwerten; = ... =7 = 1.

Nun kann der Endschaden
Cii=Ciry1-i + R

mit dem Reserveschitzer

berechnet werden.

Zur Berechnung des Likelihoodschétzers & verwendet man ebenfalls die Likelihood-
methode, auf die ich hier jedoch nicht weiter eingehen mochte.

3.3 Weitere Verfahren

Es gibt noch viele andere Verfahren, wie zum Beispiel:

e ein Verfahren mittles der Methode der kleinsten Quadrate, das auf der Lognor-
malverteilung aufbaut. Es ist das Basismodell einer verbreiteten Schadenreser-
vierungs-Software (ICRFS von Ben Zehnwirth).

e ein auf der Inversen Gaufiverteilung beruhendes Verfahren. Hier kann durch
einen zusétzlichen Parameter die Varianzstruktur verbessert werden.

e ein Modell mit der Poissonverteilung, aus dem das Chain-Ladder-Verfahren her-
geleitet werden kann.
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4 Modifikationen der Verfahren

Es gibt viele Varianten und Verfeinerungen der Verfahren. Man kann z.B. durch Aus-
nutzung der Zusatzinformation iiber die Entwicklung der Zahl der Schdden eine Tren-
nung von Schadenzahl und Schadenhéhe vornehmen. Im Folgenden werde ich jedoch
nur den Unterschied von IBNR- und IBNER-Schdden und die Separation von Kalen-
derjahreffekten ndher beschreiben.

4.1 Trennung von IBNR- und IBNER- Schiden

In Kapitel 1 haben wir zwar den Unterschied zwischen IBNR- und IBNER- Schaden
erklart, haben die zwei Arten jedoch zu einem Begriff zusammengefasst und sind
auch in den besprochenen Verfahren nicht weiter auf den Unterschied eingegangen. In
der Realitdt bestehen beide Unsicherheitsquellen gleichzeitig, oft liegen die Daten je-
doch nur in einer Form vor, sodass eine Unterscheidung zwischen IBNR- und IBNER-
Schdden nicht moglich ist. Allerdings sind Versicherungsunternehmen in der Lage,
die zur Trennung erforderlichen Informationen bereitzustellen. Wir wollen nun die
Reserve mit getrennten Schadenarten berechnen.

Wir zerlegen den Anderungsbetrag S;; = Cy — Cix—1 des Schadenstands von Anfall-
jahr i in die Bestandteile Uy, der sich nur auf Schdden bezieht, die vor Abwicklungs-
jahr k noch nicht gemeldet waren (IBNR-Schédden), und Tj, der sich nur auf Schiaden
bezieht, die vor Abwicklungsjahr k schon gemeldet waren (IBNER-Schaden):

Sik = Tig + Ui
Es gilt Ty = 0,d.h. Cj; = S;1 = Uj.
Wir nehmen an, dass der echte Spatschaden U sowohl von Ujy, ..., U;,_1 als auch
von Tj, ..., T;x—1 unabhdngig ist und kénnen somit den unbedingten Erwartungs-

wert von Uj, der nur vom Abwicklungsjahr k und dem bekannten Volumen v; des
Portefeuilles im Anfalljahr i abhdngt, modellieren:

]E(Ui):vimk, 1§l,k§1,
Var(Uy) =v;s2, 1<i, k<],
mit unbekannten Parametern m, si.

Da Tj, zwar normalerweise unabhdngig von Uj nicht aber von der vergangenen Scha-
denabwicklung ist, miissen wir bei der Modellierung des Anderungsbetrags Ty der of-
tenen Schdden anders vorgehen. Da alle hinter Tj; stehenden Einzelschdden im voran-
gegangenen Abwicklungsjahr bereits bekannt waren, nehmen wir an, dass der Erwar-
tungswert von Tj, von der Gesamthohe aller noch offenen Schdden abhédngt. Da die
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Anderungsrate vom Abwicklungsjahr abhéngen wird, verwenden wir die Abkiirzung
D; x_1 fiir die Gesamtheit aller Daten von Anfalljahr i bis einschliefSlich Abwicklungs-
jahr k — 1 und schreiben
E(Ti [Dik-1) = Cik-1hk-1,
Var(Ty |Dix—1) = Cix-1t;_1,
wobei h; und t; unbekannte Parameter sind. Wir verwenden C;;_; in obiger Formel,
um das Modell moglichst einfach zu halten, da wir korrekterweise die Summe aller
Einzelfallreserven zum Ende von Abwicklungsjahr k — 1 einbeziehen miissten. Da die

Einzelfallreserven einen Anteil b, des Gesamtschadenstandes C;; ausmachen, ist die
Vereinfachung kein Problem, wenn wir den Faktor by in i miteinbeziehen.

Fiir Cj erhalten wir folgendes Modell:
E(Cit| Dix—1) = E(Cif—1 + Tix + Ui | Dij—1) = Cip—1 (1 4 hx_1) + v; my.

Fiir die unbekannten Parameter haben wir folgende erwartungstreue Schétzer:

I+1—k I+1—k
M =Y. Ux/ Y, v 1<k<I,
i=1 i=1
1 I+1—k u 2
a2 ik ~
- - S , 1<k<I-1,
Sk I —k 1:21 1 ( v; k) > A
2 ) 2
8 = min{§|1<k<I-1}
A Ik Ik
he = Y Tikr1 /), Cpy 1<k<I-1,
i=1 i=1
2 = —— Yy (), 1<k<I-2
k I _ k _ 1 ; ik ( Cik k) = =
. B
t7_3
Mit den Abkiirzungen

D = {Uy, Ty |i+k <I1+1},
D ={Uy, Ty |1 <k<I+1-1}

tiir die bekannten Daten und unter der Annahme der Unabhéngigkeit der Anfalljahre
giltfirk >T+1—1

E(Ci| D) = E(Ci|D;) = E(E(Cik|D;x—1)|D;) = vimy + E(Cjr—1|D;)(1 + hg_1)-
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Durch sukzessives Anwenden dieser Beziehung und mit der Abkiirzung g = 1+ hy
erhalten wir den mittleren Endschaden:

I
E(Cif|D) = Cij1-i §i41—i“----81-1 + Y, ViMg&k- .- gI-1
k=112

Durch Verwendung unserer Schétzer erhalten wir den Endschaden durch

I
Ci=City1-i8rr1—i -1+ Y vitigde-... 811
k=It2—i
und die Reserve R; durch
Ri=Ci—Cirp1-i-

Falls die Daten nur auf wenigen Schdden beruhen, kann die Trennung von IBNR- und
IBNER- Schdden dazu fiihren, dass das Abwicklungsmuster der Daten schlechter zu
erkennen ist als ohne Trennung. Man sollte das Verfahren der Trennung jedoch auf
jeden Fall anwenden, wenn die Datendetaillierung dies zuldsst.

4.2 Separation von Kalenderjahreffekten

In all den erwidhnten Verfahren wurde die Unabhédngigkeit der Anfalljahre angenom-
men. Diese Annahme ist jedoch problematisch, da jeder kalenderjahrweise wirken-
de Einfluss meist mehrere Anfalljahre zugleich betrifft. Dies gilt auf8er fiir deutliche
Anderungen der Inflationsrate insbesondere fiir Anderungen in der Reservierungs-
und Regulierungspraxis, sowie in der Rechtsprechung. So kann z.B. eine von der Ver-
sicherungsunternehmen durchgefiihrte Aktion zur Kldrung offener Schadenfélle zu
einem stiarkeren Anstieg der Einzelfallreserven in einem Kalenderjahr fiihren, was sich
diagonal auf mehrere Anfall- und Abwicklungsjahre auswirkt.

Bis jetzt wurde die monetére Inflation noch nicht erwdhnt, da wir die Betrdge Sj; als
um die monetdre Inflation bereinigte Daten vorausgesetzt haben. Trotzdem ist das
Inflationsproblem hiermit nicht gelost, da in der Haftpflichtversicherung haufig eine
sogenannte ,superimposed inflation” wirkt. Dies bedeutet, dass oft nach der iiblichen
Inflationsbereinigung noch ein trendmaéfiiger Anstieg der jahrlichen Schadenlast er-
kennbar ist, der wiederrum auf Verdnderungen in der Rechtsprechung, steigendes
Anspruchdenken der Geschadigten oder Ahnliches zuriickzufiihren ist.

Es ist daher sinnvoll, das Abwicklungsdreieck zu Beginn der Spédtschadenreserve-
schiatzung auf das Vorhandensein von solchen Kalenderjahreffekten zu untersuchen,
und gegebenenfalls die Auswirkung des Effekts auf die Hohe der Schadenreserve
durch Weglassen oder Glétten einzelner Daten zu eliminieren.
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Wie wir bereits wissen, bilden die Zeilen die Anfalljahre und die Spalten die Abwick-
lungsjahre. Die Kalenderjahre stellen eine dritte Richtung dar, sie entsprechen den Par-
allenen zur Hypotenuse (S;; mit konstantem i + k). Im Gegensatz zur Unabhéngigkeit
der Anfall- und Abwicklungsjahre, wirkt der Kalenderjahreffekt zugleich auf Anfall-
und Abwicklungsjahre.

Wir verdeutlichen dies anhand des kreuzklassifizierten Verfahrens E(Sj) = x; yx, 1 <
I, k < I, indem wir auf dieses Modell einen konstanten jahrlichen Inflationsfaktor
u > 1 wirken lassen:

E(Siy) = xiypu ™%, 1< L k<1

Dies konnen wir wieder in der kreuzklassifizierten Form

E(Si) = (x;ju'™") ()

schreiben.

Man sieht, dass die Inflation sowohl auf die Anfalljahr- als auch auf die Abwicklungs-
jahrparameter wirkt. Deshalb ist es nicht moglich, mit Hilfe eines kreuzklassifizierten
Modells zu erkennen, ob in den Daten ein konstanter Kalenderjahreffekt enthalten ist.
Aufierdem wird ein konstanter Kalenderjahreffekt (der bereits in den Daten des Ab-
wicklungsdreiecks enthalten ist) durch ein kreuzklassifiziertes Verfahren auf die zu
berechnenden Werte Sj, i + k > I + 1, extrapoliert. Die Tatsache, dass eine konstante
Inflation nicht erkannt werden kann, ist jedoch bei kreuzklassifizierten Modellen nicht
weiter storend, solange man mangels besserem Wissen annehmen muss, dass dieselbe
konstante Inflation auch in den nachsten Jahren weiterwirkt.

Nichtkonstante Kalenderjahreffekte u; bilden ein Modell der Form
Sik = Sik Uitks

die jedoch nicht in multiplikativer Form u;; = t; wy aus Spalten- und Zeileneffek-
ten zusammmengesetzt werden kénnen, da die Anwendung eines kreuzklassifizier-
ten Modells die Abweichungen zwischen u;; und ¢; wy mit den Zufallsschwankungen
der Schadenvariablen S;; vermischt und dies dann auf die Zukunft tibertréagt.

Eine nichtkonstante Inflation kann beschrieben werden, wenn es gelingt, die Daten Sj;
so zu transformieren, dass ohne Inflation entweder keine systematischen Anfalljahr-
unterschiede oder keine systematischen Abwicklungsjahrunterschiede vorkommen,
denn dann koénnen etwa doch vorhandene Anfalljahr- bzw. Abwicklungsjahrunter-
schiede direkt auf die Inflation zurtickgefiihrt werden.
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5 Zusammenfassung

Die Berechnung der Schadenreserve ist fiir Versicherungsunternehmen unerlésslich
und wird in Zukunft an Bedeutung gewinnen. In vielen Liandern (vor allem USA und
Kanada) wird von den Aufsichtsbehorden verlangt, dass die Hohe der Spatschadenre-
serve (dhnlich wie bei der Deckungsriickstellung in der Lebensversicherung) von ei-
nem Aktuar tiberpriift wird.

Wir haben nun ein paar mathematische Verfahren kennengelernt, es gibt jedoch eine
Vielzahl von anderen Methoden, Verfeinerungen und Erweiterungen.

Das Chain-Ladder-Verfahren ist das wichtigste Verfahren und wird auch seine zentra-
le Stellung innerhalb der verschiedenen Reservierungsverfahren beibehalten. Andere
werden nur dann angewandt, wenn ihr Standardfehler deutlich unter dem des Chain-
Ladder-Verfahrens liegt.

Die Einsatzmoglichkeit hangt natiirlich auch von den gegebenen Daten ab: Besser ist,
einen grofien Teilbestand zu verwenden, da dies den Standardfehler aufgrund des
Ausgleichs im Kollektiv verkleinert.

Die Berechnung des Standardfehlers sollte nicht aufSer Acht gelassen werden, da die-
ser die Genauigkeit der geschétzten Reserve widerspiegelt.
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6 Anhang

1. Satz vom iteriertem Erwartungswert
E(X) = E(E(X]|2))
E(E(X|Y,Z)Y) = E(X|Y)

2. erwartungstreu

fr ist erwartungstreu fiir f,, wenn E(f;) = f; gilt.

3. Die Dichtefunktion der Gammaverteilung der Form

g(x) =exp (_%x) xr L g%z) x>0

ist eine Abweichung von der iiblichen Darstellung. Hier kommt der Erwartungs-
wert y direkt als Parameter vor. Der Formparameter & > 0 bestimmt die Form

2
der Dichtefunktion. Die Varianz ist %

4. Likelihoodfunktion
Fiir kontinuierliche Verteilungen ist die Likelihoodfunktion die gemeinsame Dich-
te der Stichprobe (Xj, ..., X;), aufgefasst als Funktion des Parameters 60

1(0;x1,...,x,) := ﬁf(xiw).
i=1
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