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1 Extremwerttheorie

1.1 Maxima

Die Extremwerttheorie (extreme value theory) als Zweig der Statistik richtet
ihre Aufmerksamkeit auf Werte aus einer Beobachtung(speriode), die extrem
klein oder extrem grofs sind. Fiir das Ermitteln von Parametern in statisti-
schen Betrachtungen werden diese Werte meist als Ausreifser geringgeschétzt
und wegargumentiert. Fiir ein Versicherungsunternehmen zum Beispiel wére
diese Vorgehensweise sehr riskant, denn mit extremen Werten hat es immer
dann zu tun, wenn extrem hohe Schidden durch seltene Ereignisse (z.B. durch
Flugzeugabstiirze oder Naturkatastrophen) entstehen. Diese Ereignisse treten
zwar sehr selten auf, richten aber einen enormen Schaden an und miissen daher
in der Kalkulation miteinbezogen werden. Voraussetzung fiir ebendiese Kalkula-
tion ist eine ordentliche mathematische Modellierung und genau darum geht es
in der Extremwerttheorie. Seien also im folgenden (X;);cn unabhéngige, iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen (hier: vorwiegend finanzielle Verluste, etwa Scha-
denhdhen in der Sachversicherung oder Verluste in einem Kreditportfolio). Sei
My = X1, My = max{X;, X2}, M,, = max{Xy,...X,,} usw. Daraus folgt, dass
n

PM, <z)=PX; <z,...X, <z)=]] P(X; <z)=F"(x)
i=1

1.1.1 Verallgemeinerte Extremwertverteilung:

Ahnlich wie beim zentralen Grenzwertsatz fiir die Summe von unabhingigen
und identisch verteilten Zufallsvariabeln S,, = X7 + ...X,,, der besagt, dass bei
wachsenden Beobachtungen (n — oo) die standardisierte Summe S"b;“", mit

Zentrierungs und Normierungskonstanten a, = nE[X;] und b, = /Var[Xi],
in Verteilung gegen eine Standardnormalverteilung konvergiert, also dass

lim P(@gx) =®(z), z€R
n—oo n

wird versucht, Aussagen iiber zentrierte und normierte Maximima zu finden,
d.h.: Suche Konstanten ¢, d,, sodass gilt: ¢, }(M,, — d,,) — X mit Verteilungs-
funktion H. Tatséchlich gilt, dass solch eine Verteilung H existiert.

Definition 1 Die Verteilung:

_ [ exp(—(1+€x)7F), €#0
He(o) _{ exﬁ(—e*ﬂ, £=0

heifit verallgemeinerte Extremwertverteilung fiir 1 + £z > 0. Man erhilt
eine dreiparametrige Familie durch die Einfiihrung eines Skalenparameter o > 0
und eines Lageparameters p € R, He , , := He(*>%). Der Parameter £ wird als
Shape oder Tailparameter bezeichnet und bestimmt die Form des Verteilungs-
schwanzes (siehe auch weiter unten die Unterteilung der Verteilungsfunktionen

in Abhéngigkeit von £). Je grofer der Parameter £, desto schwerer wird der Tail.



Definition 2 Der rechte Endpunkt zr einer Verteilung ist:
zp =sup{z €R: F(z) < 1}.

Die verallgemeinerte Extremwertverteilung kann in Abhéingigkeit von ¢ wieder-
um in 3 Spezialfille unterteilt werden:

1. Fir £ = 0 Gumbelverteilung: A(z) = exp(—e ),z € R
2. Fiir £ > 0 Fréchetverteilung: @, (z) = exp(—z~ %),z > 0,a >0
3. Fir £ < 0 Weibullverteilung: ¥, (z) = exp(—(—2z)™%),2 < 0,0 <0

'
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Abbildung 1: Verteilungsfunktionen der Extremwertverteilungen: Gumbelvertei-
lung (durchgezeichnet), Fréchetverteilung (gepunktet, £ = 3), Weibullverteilung

(gestrichelt £ = —1)

In der Graphik kann man nun deutlich erkennen, dass die Weibullverteilung
einen endlichen rechten Endpunkt xp besitzt (in der Graphik ist der Wert zp =
0, der natiirlich durch den Lageparameter beliebig verschoben werden kann),
wohingegen die Fréchet und die Gumbelverteilung einen unendlichen rechten
Endpunkt haben, wobei die Fréchetverteilung ein schwereres Ende hat als die
Gumbelverteilung. Wir halten also fest, dass die Konvergenz des Maximums
M,, unabhéngig und identisch verteilter Zufallsvariablen bedeutet, dass es reelle
Folgen d,, und ¢,, gibt, wobei ¢,, > 0, Vn, sodass:

lim P <A4n_dn < x) = lim F"(cpx +d,) = H(x) (1)

n—oo cn n—o00



Bemerkung 3 Fiir festes « folgt, dass lim¢_,g He(x) = Ho(x). Die verallgemei-
nerte Extremwertverteilung ist also stetig in £. Eine Tatsache, die die Handhabe
der Verteilung in der Praxis erleichtert.

Definition 4 Maximum Domain of Attraction Wir sagen, die Verteilungs-
funktion F' liegt im maximalen Anziehungsbereich (Maximum Domain of At-
traction (MDA)) von H, wenn lim F"(c,z +d,) = H(x) :

n—oo

F e MDA(H) < 3¢, > 0,d, € R: ¢, (M, —d,) — H.

Wie sieht nun dieses H(z) aus? Ist es fiir alle Verteilungen gleich und unter
welchen Voraussetzungen konvergiert F'™ gegen H? Die grofe Bedeutung der
verallgemeinerten Extremwertverteilung und die Antwort auf diese Fragen liefert
der folgende Satz, der als zentraler Satz der Extremwerttheorie gilt.

Satz 5 (Fisher-Tippet, Gnedenko) (ohne Beweis) Ist F € M DA(H), dann
folgt, dass H eine Verteilung vom Typ H¢ ist.

Tatséchlich gilt also, dass die verallgemeinerte Extremwertverteilung die ein-
zig in Frage kommende Grenzverteilung fiir zentrierte und normierte Maxima
ist (modulo affiner Transformation).

Beispiel 6 (Exponentialverteilung) Ist F' exponentialverteilt mit dem Pa-
rameter § > 0, so ist F(z) = 1 — exp(—fx),z > 0. Die Folgen werden dabei so

Inn

gewahlt, dass ¢, = % und d,, = =5+, woraus wir erhalten:

Fr(cpz+d,) = (1- %exp(—x))n )
lim F"(chx +d,) =exp(—e?),

n—oo

was nichts anderes bedeutet, als dass F € M DA(H,)

Bemerkung 7 (Konvergenz von Minima) Aussagen iiber Maxima kénnen
sofort in solche fiir Minima iibergefiihrt werden, da:

min(Xy,..., X)) = —max(—Xy, ..., — X,,) (2)

Man sieht leicht, dass die Konvergenz zentrierter und normierter Minima mit

der Verteilungsfunktion F vorliegt, wenn F'(z) = 1 — F(—x) (die Verteilungs-
funktion von —Xj,...,—X,) im maximalen Anziehungsbereich einer Extrem-

wertverteilung liegt. Fiir M} = max(—Xj,...,—X,,) und F € MDA(H;) folgt,
dass

lim P (m < :E) = H¢(x)

n—oo Cn

und somit
lim P (—min(xl"c‘"X"Hd" < :c) =1— He(—x)

Die Verteilung der Minima hat also die Gestalt 1 — H¢(—x). Fiir symmetrische
Verteilungen gilt F'(z) = F(x).



1.1.2 Maximaler Anziehungsbereich von Extremwertverteilungen

Vorhin sprachen wir ganz Allgemein iiber den maximalen Anziehungsbereich
und was es bedeutet, wenn eine beliebige Verteilungsfunktion F' darin liegt. Es
ist tatséichlich so, dass die in der Praxis am haufigsten verwendeten stetigen
Verteilungen in M DA(H) liegen. Im folgenden wollen wir ndher untersuchen
welche Eigenschaften von F' zu welcher speziellen Extremwertverteilung fithren.

Maximaler Anziehungsbereich der Fréchet Verteilung (MDA (H)):
Wie hat also eine Verteilungsfunktion F auszusehen, sodass lim F"(c,z+d,) =

He(z), € > 0, gilt? Um diese Frage beantworten zu kénnen, brauchen wir zu-
néchst folgende Definition.

Definition 8 Eine positive, Lebesgue-messbare Funktion L(z) auf RT heift
von langsamer Variation, wenn gilt

L
lim (cz)

=1 Y 0
o L(:E) c >

Jede Funktion L, die fiir x — oo gegen einen positiven Grenzwert strebt, ist von
langsamer Variation. Funktionen mit logarithmischen Wachstum sind ebenfalls
von langsamer Variation.

Satz 9 (Fréchet MDA, Gnedenko) (ohne Beweis) Fiir £ > 0 gilt:
F e MDA(He) < 1— F(z) =2~ ¢ L(x) (3)

fiir eine Funktion L(z) von langsamer Variation.

Solche Verteilungen, wie etwa die Paretoverteilung, die Cauchyverteilung
oder die Burrverteilung gehoren zu den Verteilungen mit schweren Enden und
sind vor allem fiir Anwendungen aus der Finanzmathematik von besonderem
Interesse.

Maximaler Anziehungsbereich der Gumbelverteilung (MDA (H;)) Die
Charakterisierung der Verteilungen in dieser Klasse gestaltet sich etwas schwie-
riger als im Fréchet Fall. In M DA(H,) finden sich sowohl Verteilungen mit
leichten Enden als auch solche mit mittelschweren Enden (z.B. Exponential-
verteilung, Normalverteilung, Lognormalverteilung usw.). Es gilt der folgende
Satz.

Satz 10 Sei zp < co. Dann gilt: F € MDA(A) <= Jz < zpund 1 — F(z) =
c(x) exp (—fgégdt) , wobei g(x), ¢(x) messbar und g(x) — 1, ¢(z) — ¢ >0

und lim o'(z) =0 (d.h. a soll langsamer wachsen als lineare Funktionen).
r—ITfp



Maximaler Anziehungsbereich der Weibullverteilung (MDA (H¢)) Er-
innern wir uns an die Tatsache, dass die Weibullverteilung einen endlichen rech-
ten Endpunkt zp < oo besitzt und deswegen keine allzu grofse Bedeutung im
Finanz und Versicherungswesen hat. Obwohl Verluste nach oben beschrinkt
sind, ist es in der Praxis in der Tat angenehmer, mit Verteilungen zu arbeiten,
fiir die 2 < oo gilt. Eine Charakterisierung fiir Verteilungen die in M DA(¥,,)
liegen, gibt der folgende Satz.

Satz 11 (Weibull MDA, Gnedenko) (ohne Beweis) Fiir £ < 0 gilt:

1 1
Fe MDA(H:) < zp <ocound 1 - F <1'F ) =z¢L(x)
x

wobei L(x) von langsamer Variation.

Wir haben bereits weiter oben festgehalten, dass die in der Praxis am héufig-
sten verwendeten stetigen Verteilungen in M DA(H¢) liegen fiir £ € R beliebig.
Nun stellt sich die Frage, wie vorhandene Daten an die verallgemeinerte Ex-
tremwertverteilung angepasst werden kénnen, bzw. welcher spezielle Fall der
Extremwertverteilung mit welchen Parametern &, 1 und o vorliegt. Eine M6g-
lichkeit, dies festzustellen bietet die Block-Maxima Methode.

1.1.3 Die Block-Maxima Methode

Gehen wir davon aus, dass iiber eine gewisse Periode hinweg Daten beobach-
tet werden (z.B. Returns an Borsetagen). Fiir die Block-Maxima Methode be-
notigen wir wiederholte Beobachtungen einer gleichgrofen Periode, sodass m
Blocke zu je n Beobachtungen entstehen (z.B. 10 Jahre lang werden Windge-
schwindigkeiten gemessen und es entstehen 10 Blocke zu 365 Beobachtungen).
So kann {iber jeden der m Blocke das Maximum M,;,j € {1,...,m} gebildet
werden. Die gesammelten Daten bilden dann die Rechnungsgrundlage fiir die
weitere Vorgehensweise. Mit mehreren Methoden konnen nun diese Daten an
eine verallgemeinerte Extremwertverteilung angepasst werden. Fiir die Maxi-
mum Likelihoodmethode ist es von Vorteil, dass die m Blécke sehr grofs sind,
sodass ungeachtet der Tatsache ob die Daten abhingig voneinander sind oder
nicht, die Block-Maxima als unabhéngig angenommen werden koénnen, damit
die Approximation der Maxima der Blécke durch eine verallgemeinerte Extrem-
wertverteilung genauer wird. Uber die Dichte der Extremwertverteilung

_1_9
]. T—p -1 — 5
g g

gelangt man zur log-likelihood Funktion

m

l(f? M, 05 Mn,h ceey Mn,m) = Z In h&,u,o’(Mn,i) =
=1



1 - Mni_ﬂf - an_:u 7%
—mlno — (1+§>;1n <1+5U) —Z(1+£U> :

i=1

wobei ¢ > 0 und 1+ fw > 0 Vi. Fiir £ > —1 sind die Konsistenz und die
asymptotische Effizienz der Maximum Likelihood Schétzer gewihrleistet. Eine
grofse Anzahl n von Beobachtungen in einem Block fiihren zu einer genaueren
Approximation der Block-Maxima durch eine verallgemeinerte Extremwertver-
teilung und reduzieren die Verzerrung des Schitzers des Parameters. Eine grofie
Anzahl m von Blocken fithrt zu mehr Block-Maxima und somit einer geringeren
Varianz des Schitzers.

Nun hat die Block-Maxima Methode jenen grofsen Nachteil, dass sie sehr
verschwenderisch mit vorhandenen Daten umgeht, da schlieflich m Daten aus
den Blocken aus insgesamt nxm Daten verwendet werden. Als Alternative bietet
sich an, nur Daten zu betrachten, die extrem in dem Sinne sind, dass sie eine
vorgegebene Schranke iiberschreiten.

1.2 Grenziiberschreitungen (threshold exceedances)
1.2.1 Verallgemeinerte Paretoverteilung

Gerade wenn es um Extremwerte geht, sind jene Bereiche einer Dichtefunktion
irrelevent, in denen sich die gréfste Wahrscheinlichkeit befindet. Extreme Er-
eignisse (< grofle x) besitzen sehr wenig Wahrscheinlichkeit, diirfen aber wie
zu Beginn erwahnt nicht vernachlassigt werden. In diesem Abschnitt geht es
darum, nur den hinteren Teil einer beliebigen Verteilung zu fokussieren und
den vorderen auszublenden. Dazu definieren wir zunfchst die verallgemeinerte
Paretoverteilung.

Definition 12 Verallgemeinerte Paretoverteilung mit der Verteilungsfunk-

tion:
_fr-a+g)mE 40,

wobei # > 0, und x > 0 wenn £ > 0, und z € [0’,§] wenn & < 0. € ist wie
bei der verallgemeinerten Extremwertverteilung der Shape- bzw. Tailparameter
und B der Skalenparameter. Verallgemeinert ist diese Verteilung in dem Sinn,
dass sie in Abhéngigkeit von & verschiedene Fille birgt. Bei £ > 0 handelt es sich
um eine gewdhnliche Paretoverteilung mit Parametern o = 1 und x = 8 Fiir
¢ = 0 bekommen wir eine Exponentialverteilung und fiir £ < 0 eine verschobene
Paretoverteilung. Auch hier gilt wie bei der verallgemeinerten Extremwertver-

teilung, dass fiir festes = die Stetitgkeit G¢ g(z) &9 Go,5(z) gegeben ist.
Weiters gilt, dass G¢ g(x) € MDA(H)V¢ € R und dass fiir £ < 1 der Er-
wartungswert gegeben ist durch

E(X) = .
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Abbildung 2: Verteilungsfunktion der verallgemeinerten Paretoverteilung mit
& = 0 (durchgezeichnet), £ > 0 (gestrichelt), £ < 0 (gepunktet).

Definition 13 (Excess Verteilung - Excess distribution over threshold
u) Sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F. Die Excess Vertei-
lung iiber die Schranke u ist wie folgt definiert:

F(z+u) — F(u)

F,(z)=P(X —u<z|X >u)= 1= Flu)

()

fir z € [0,2p — u), wobei xp < 0o der rechte Endpunkt von F ist.

Definition 14 (Mittlere Uberschussfunktion - mean excess function)
Die mittlere Uberschussfunktion einer Zufallsvariable X ~ F ist, falls E[X] < oo
durch

e(u) = E[X — u|X > u] (6)

gegeben.

In beiden Féillen wird also darauf bedingt, dass ein gewisser, vorgegebener
Wert {iberschritten wurde. Wie ist also "der hintere Bereich" {X < x + u|X >
u}, der ja gerade in der Extremwerttheorie im Mittelpunkt des Interesses steht,
einer Verteilung verteilt? Ndhere Auskunft iiber diese Fragestellung gibt folgen-
der Satz.

Satz 15 (Pickands-Balkema-de Haan) (ohne Beweis) Es existiert eine po-
sitive, messbare Funktion $(u), sodass gilt:



lim  sup  |Fu(2) — Gepeu ()| =0<= F € MDA(H),£ € R.

UTTF 2€[0,xp—u)

Es ist darauf hinzuweisen, dass dieser Satz fiir jede Verteilungsfunktion gilt,
die im maximalen Anziehungsbereich der verallgemeinerten Extremwert-
verteilung liegt (£ € R beliebig!). Je hoher wir die Schranke u, beziehungswei-
se je ndher zum rechten Endpunkt xp wir die Schranke der zugrundeliegenden
Verteilung ansetzen, umso dhnlicher wird ihre Excessverteilung der verallgemei-
nerten Paretoverteilung, wobei der Tailparameter § von He und G¢ g, iiber-
einstimmen. Eine Annahme, die sich auf den vorigen Satz bezieht, jedoch in
der Praxis im Allgemeinen nicht zutrifft, die aber viele Rechnungen vereinfacht
bzw. erst moglich macht ist die folgende Annahme.

Annahme 1 dass, wenn F eine Verteilungsfunktion, sodass F' € MDA(H;),§ €
R gilt, dass dann bei vorgegebener Schranke u folgt, dass F,(z) = G¢ g(x) fiir
B>0und z € [0,zp —u).

Diese Annahme verwenden wir nun, um zu untersuchen, wie bei beobachte-
ten Daten festgestellt werden kann, welcher verallgemeinerten Paretoverteilung
diese gehorchen. Gehen wir also von n unabhéngigen Beobachtungen (Verluste)
X1,..., X, ~ F aus. Naturgeméf werden nicht alle Beobachtungen die vorge-
gebene Schranke u iiberschritten haben. Wir modellieren die Anzahl der Beob-
achtungen, die u {iberschritten haben, mit einer Zufallsvariable N,,, sodass wir
im weiteren Verlauf nur jene Daten beobachten, fiir die X; > u zutrifft. Unsere
neuen, "gefilterten" Daten seien nun X7, ..., Xy . Die Héhe des iiberschrittenen
Verlustes (excess loss) ergibt sich durch ¥; = X] — u. Fiir die Schitzung der Pa-
rameter bietet sich, wie schon bei der Block-Maxima Methode, der Maximum
Likelihood Schétzer {iber die log-likelihood Funktion an. Es sei also

—-(1+3)
w=s(1+5) "

die Dichte der verallgemeinerten Paretoverteilung. Die log-likelihood Funktion
berechnet sich demnach zu

Na
InL(, 8%, ... YN,) Zlnggg( i)

= N (1+1) _Nzulln (1+¢%)
f=

wobei > 0 und 1+ f% > 0Vj. Die Losungen der Maximum Likelihood Glei-
chungen liefern uns das Modell einer verallgemeinerten Paretoverteilung des
Types GQ  fiir die Excess Funktion F,.

Fiir manche Anwendungen im Risikomanagement ist es auch von Interesse,
das Verhalten der Uberschreitungen zu untersuchen, die hoher als die vorge-
gebene Schranke v sind. Uber die Erkenntnisse die wir bereits iiber die Excess
Verteilung gesammelt haben, lassen sich gewiischte Resultate herleiten, wie zum
Beispiel das nachfolgende Lemma.



Lemma 17 Unter der Annahme 1 folgt, dass F,(z) = G¢ gye(v—u)(2) fiir jede
Schranke v > u.

Beweis. Wir benutzen die Definition der Excess Verteilung:

Fo(x) ==

_ F(ut(z+v—u)) F(u)
F(u) F(u+(v—u))
F,(z+v—u)
F,(v—u)
_ Geplato—u)

_Geplv—u)
= Ge pre(o—u)(T):
O
Das heifst also, dass die Excess Verteilung eine verallgemeinerte Paretover-

teilung mit demselben Tailparameter £ bleibt, jedoch der Skalenparameter in
v linear wichst. Unter der Voraussetzung 0 < 1, folgt fiir die mittlere Uber-

schussfunktion
e(v) = frélv-u) _ v + 51:'55”7

1-¢  1-¢
wobei v € [u,00) fiir £ € [0,1), und v € [u,ufg] fiir € < 0.

1.2.2 Modellierung und Messung von Verteilungsenden

Wir widmen uns in diesem Abschnitt der Schitzung von Verteilungsenden, um
plausible Berechnungen und Messungen zu ermdglichen, die in der Finanzma-
thematik (Value at Risk, Expected Short Fall) von erheblicher Bedeutung sind.
Grundlage unserer Berechnungen ist wieder die Annahme 1, die uns erlaubt,
die Excess Verteilung F,(x) einer Verteilung, die im maximalen Anziehungs-
bereich einer verallgemeinerten Extremwertverteilung liegt, durch eine verall-
gemeinerte Paretoverteilung zu approximieren. Zunéchst halten wir folgende
Beziehung fest:

Beziehung 18 Bei vorgegebener Schranke v gilt fiir > u die Wahrscheinlich-
keit des Verteilungsendes:

F(z) =PX>uwP(X >z|X >u)
=Fu)P(X —u>x—ulX >u)
= F(u)F,(z — u) 1
=Fu)(1+&54)7¢

wenn F'(u) bekannt ist. Diese Beziehung hilft uns auch, iiber
F(z) =— F(u)(1+ §%)7% + 1 durch Berechnen der Umkehrfunktion auf die

10



Quantile zu kommen, die ja in der Praxis als Value at Risk verwendet werden.
Fiir o > F(u) erhalten wir

1

(1‘0‘>§_1 . (7)
F(u)
1

1 VaR, B —¢&u
ES = F =
Sa 1 ¢z (F)dz ¢ + ¢

[e3

VaRy = ¢o(F) =u+

M

Fiir den Expected Short Fall erhalten wir

(8)

Der Expected Short Fall kann andererseits auch durch ES, = VaR, + e¢(VaR)
ermittelt werden, wobei e(VaR) die mittlere Uberschussfunktion darstellt. Rich-
ten wir noch einmal den Blick auf das Verhéltnis dieser Risikomafe, so stellen
wir fest, dass dieses, je hoher wir « ansetzen, allein vom Tailparameter £ ab-
héngt. Es ist:

lim g7

Esc,:{ (1-¢71 €>0
1, £<0

Wie ist nun die vorgehensweise in der Praxis? Zuné&chst werden die vorhan-
denen Daten an einer Grenze u, wie vorhin schon beschrieben, dbgeschnitteniind
unter der Annahme 1 an eine verallgemeinerte Paretoverteilung angepasst. In
den Formeln fiir VaR und FExpected Shortfall werden die Parameter 8 und &
durch ihre Schétzer % und 2 ersetzt. Der (empirische) Schiitzer fiir F'(u) ergibt
sich aus %, wobei hier auf eine grofie Menge von Daten gehofft werden muss. Es
ist der Schitzer fiir die Wahrscheinlichkeit des Endes der Verteilung fiir > wu:

m>l=

O ©

g

1.2.3 Der Hill Schatzer

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass durch die Anpassung an eine ver-
allgemeinerte Paretoverteilung Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten von Enden
von Verteilungen moglich wurden. Der Hill-Schétzer stellt eine weitere Methode
zur Modellierung von Verteilungsenden dar. Hier geht es dabei ausschlieflich
um Verteilungen mit schweren Enden (heavy tailed distributions), also solche
Verteilungen, die in M DA(H) fiir £ > 0 liegen und deren Ende als

wobei L(z) von eine Funktion von langsamer Variation ist und « > 0, geschrie-
ben werden kann.
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Der Hill Schétzer kann auf mehrere Arten berechnet werden. Eine Moglich-
keit fithrt iiber die Mittlere Uberschussfunktion von In X, wobei X ~ F mit

F(x) = L(z)z~®. Im folgenden bezeichnet e* die mittlere Uberschussfunktion
von In X. Mit partieller Integration erhilt man:

e*(lnu)

ElnX —Inu/lnX > Inu)

oo

L [(Inz —Inu)dF(z)

ol
£

8

L(z)x= (e Ddg

I
—
Bl ge g
i
=
=<y
S

Fiir u hinreichend grof kann L(z) fiir x > v als Konstante vor dem Integral
geschrieben werden. Fiir u — oo erhalten wir

L —a . —1
e*(lnu)rvi(u)u a =a !,

also ist lim ae*(Inu) = 1. Fiir beobachtete und absteigend (!) geordnete Werte

u—00

Xnony -y X1,n folgt (fiir grofes n und geeignetes k), dass e*(In Xy, ) ~ a~ !, wobei
—1 k—1

Xk.n = u die vorgegebene Schranke und, dass a = (k=17 > InX;, —
=1

In X% ). Durch eine kleine Anderung ergibt sich der klassische Hill Schitzer:

-1
k
AH) 1
Qg = EZlanm—lnka ., 2<k<nm (10)

j=1

Bemerkung 19 Geeignetes k bedeutet, dass es nicht zu klein sein darf, denn
2

dann wird die Varianz des Schétzers 9~ zu grof. Andererseits darf & nicht allzu

grof sein, denn es filhrt dazu, dass unsere Annahme, dass L(z) fir x > u

konstant ist, nicht ausreichend erfiillt ist, sodass die Verzerrung des Schitzers
wéchst.

Basierend auf dem Hill-Schétzer erhalten wir Schétzer fiir die Wahrschein-
lichkeit F'(z). Wir betrachten dabei ein Modell mit F(z) = Cz~% 2 > u > 0
fiir eine hohe vorgegebene Schranke u. Wir ersetzen die Funktion von langsamer
Variation durch eine Konstante C. Fiir geeignetes k ergibt sich der Tail-Index

H

o iiber den Hill Schétzer c/)\zk,n. Fiir die Schranke u verwenden wir den k—ten
Wert der absteigend geordneten Teststatistik X ,,. Bleibt also die Konstante C,
die es zu schiitzen gilt. Da sich C' als u®F(u) schreiben liisst, schreiben wir das
Problem um in: F(z) = u®F(u)x~% und das Schiitzen von F(x) wird zu einem

dquivalenten Problem. Der natiirliche Schiitzer fiir F'(u) ist %, also erhalten wir

12



insgesamt einen Schéitzer:

A(H)

A k T Qo
)= n (Xk )

Invertieren wir diesen Schétzer fiir die Verteilungsfunktion, so erhalten wir einen
Schétzer fiir das g-Quantil z, mit g~ 1:

1
~(H
By = X (R0 =)

Sowohl der Hill-Schétzer fiir den Tail-Index « als auch der daraus motivierte
Schétzer fiir das Verteilungsende sind eine Funktion der k—ten Ordnungssta-
tistik bei Stichprobenumfang n. Erinnern wir uns an den Schétzer (9) iiber
die verallgemeinerte Paretoverteilung fiir das Verteilungsende, so war dieser ei-
ne Funktion der Anzahl der Beobachtungen, die die Schranke u tiberschritten
haben. Diese Anzahl haben wir mit der Zufallsvariablen N, modelliert. Beide

A
Schétzer lassen sich durch Substitutionen zusammenfiigen. Schreiben wir £®*
statt —y, u statt Xy, und k fiir N, so erhalten wir:
Apn

1

2 N, Nx— ¢(n)
F(o)==* {1 eI 2 (11)

g(H)u

1.3 Tails ausgesuchter Verteilungen
1.3.1 Anziehungsbereich der Fréchetverteilung

Vorhin wurde bereits gezeigt, dass im maximalen Anziehungsbereich der Fréchet-
verteilung, solche Verteilungen liegen, die als F' = 2~“L(x) geschrieben werden
kénnen, wobei o > 0 und L(z) eine Funktion von langsamer Variation ist. Die
zentrierten und normierten Maxima von Stichproben, die zu einer solchen Vertei-
lungen gehoren, konvergieren gegen eine Fréchetverteilung mit dem Parameter
& = é Die Excess-Verteilungen fiir vorgegebene Schranken u konvergieren fiir
solche gegen die verallgemeinerte Paretoverteilung mit dem Parameter & = é
Wir betrachten nun auch die Student t Verteilung und die Gammaverteilung und
zeigen, dass diese ebenfalls in der Klasse der vorhin beschriebenen Verteilungen
liegen.

Beispiel 20 (Student-t-Verteilung) Nachdem die Dichte der Student-t- Ver-
teilung auf die Form f,(z) = 2~ TV L(z) gebracht werden kann, folgt aus dem

Satz von Karamata, dass fiir die Wahrscheinlichkeit des Endes F(z) = [ f.,(y)dy
x

die Funktion L(y) als Konstante behandelt werden kann und somit aus dem In-
tegranden herausgeschrieben werden kann. Wir erhalten

o0
F,(z)= /yf(”*l)L(y)dy ~v TV L(x), x — 00,

x
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woraus wir nun schliefen, dass die Verteilungsfunktion F, der Student-t- Ver-
teilung den Tail-Index v hat und dass F,, € MDA(H.)

Beispiel 21 (inverse Gammaverteilung) Ahnlich wie bei der Student-t- Ver-
teilung kann die Dichte

a a+1
f(z;a,3) = Fﬁ(a) (;) exp (—i) . x>0,

der inversen Gammaverteilung auf die Form f, g(x) = 2~ (@YD L(z) gebracht
werden. Nun folgt aus der gleichen Argumentation wie im vorigen Beispiel, dass
F, 3 den Tail-Index o hat und somit F,, 3 € MDA(H.1).

1.3.2 Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung

Die Charakterisierung der Verteilungen, die im Anziehungsbereich der Gumbel
Verteilung liegen, 1duft iiber die von-Mises Verteilungsfunktion, die eine Klas-
se von Verteilungen enthilt. Der Anziehungsbereich besteht dann aus jenen
Verteilungen, die in dieser Klasse liegen, bzw. aus Funktionen, die zu diesen
tail-dquivalent sind. Im folgenden wird niher darauf eingegangen, jedoch vor-
her nochmal in Erinnerung gerufen, dass sdmtliche Verteilungen in dieser Klasse
einen endlichen oder unendlichen rechten Endpunkt zr < oo besitzen kdnnen.

Definition 22 (von Mises Verteilungsfunktion) Sei z < zp, sodass fir '
gilt

T

_ 1

F(z) = — [ —dty, <<

(z) = cexp /a(t) z<r<xp
z

wobei ¢ > 0 und a(t) eine positive, gleichméfig stetige Funktion mit

lim; ., a/(z) = 0. Dann ist F eine von Mises Verteilungsfunktion.

Definition 23 (Tail-Aquivalenz) Zwei Verteilungsfunktionen F und G sind
tail-dquivalent, wenn sie dieselben rechten Endpunkte xr und z¢ besitzen und
wenn gilt:
F
lim _(x) =c, ¢ € (0,00)

Wie lésst sich nun herausfinden ob eine zugrunde liegende Verteilungsfunktion
F eine von Mises Verteilungsfunktion ist? Folgende Bedingung gibt dariiber
Aufschluss:

Bedingung 24 Sei z < xp so, dass F zwei mal differenzierbar auf (z,zp) ist
mit der Dichte f = F' und F” < 0 auf (z,zp). F ist eine von Mises Vertei-
lungsfunktion genau dann, wenn

 P@F)
AL TP
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Beispiel 25 (Gamma Verteilung) Sei F' gammaverteilt mit der Dichte f, g =

%xﬁfle*‘” fiir x > 0. Eine einfache Rechnung liefert, dass F"(z) = f'(z) =

—f(@)(B+ @) < 0 vorausgesetzt x > max((252),0). Mit der Regel von de

B
L’Hoépital erhalten wir, dass lim,_, % = lim,; o %(;)) = % Obige Bedin-

gung 24 ist nun nach Zusammensetzen dieser beiden Rechnungen erfiillt, und es
folgt, dass die Gammaverteilung in der Klasse der von Mises Verteilungen liegt.

1.4 Modelle fiir stochastische Prozesse

Im folgenden Abschnitt geht es darum, die Grenziiberschreitungen aus einer et-
was anderen Perspektive zu betrachten. Ging es bis jetzt darum, gute Modelle
bzw. Verteilungen fiir die Uberschreitungen zu finden und Aussagen iiber die
Hohe zu treffen, so schauen wir uns nun an, wie hiufig das Ereignis "Grenz-
iiberschreitung" iiberhaupt auftritt und ob es dafiir ein geeignetes mathemati-
sches Modell gibt, an welches wir Beobachtungen anpassen kénnen. Die Hohe
der Grenziiberschreitung ist somit fiirs erste eher irrelevant. Die Modellierung
erfolgt iiber stochastische Prozesse, genauer mit einem white noise prozess.

Definition 26 White noise Prozess: Ein stochastischer Prozess (€;)icn ist
ein white noise prozess, wenn fiir alle ¢t € N gilt:

E(e) =0, E(e) =: 0% < 0, Vh>0:Var(eqn, ) =0

Betrachten wir nun solch einen white noise Prozess (X;):;cn, der uns Verlu-
ste modelliert, deren Erwartungswerte in den meisten Anwendungen der Fi-
nanzmathematik gleich null gefordert werden und setzten voraus, dass die ge-
meinsame Verteilungsfunktioln des Prozess in M DA(Hy) liegt. Fiir festes z sei
un(x) := ¢ + dy, eine Folge von Schranken.

Wir gehen nun von einer Stichprobe X, ..., X,, aus, wobei die Beobachtun-
gen unabhingig und identisch verteilt sind. Die Wahrscheinlichkeit einer Grenz-
iiberschreitung der i—ten Beobachtung ist P(X; > u,(z)) = F(u,(z)) bzw. 0
wenn keine Grenziiberschreitung vorliegt. Es handelt sich hierbei also um eine
Bernoulli-Zufallsvariable. Fiir die gesamte Stichprobe ist die Anzahl der Grenz-
iiberschreitungen N, (,) binomialverteilt N, (») ~ B(n, F(uy(z))) mit dem

Erwartungswert nF(u,(x)), der sich fiir n — oo durch eine Poissonverteilung
approximieren ldsst und sich wie folgt berechnet:

lim nF(cpz +dn) =n(l — F(cpz +dy))

n—0o0
Wegen —In(1 —y) ~ y fiir y » 0 und y := 1 — F(c,x + d,,) folgt, dass
lim —nln(l — (1 — F(cpz +dy)))
= lim —nln(F(cpz +dy))

= lim —Iln(F*(cpz +dy))
= —In He(x)
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Die Anzahl der Grenziiberschreitungen N, () einer Stichprobe konvergiert
also gegen eine Poissonverteilung mit dem Parameter A(z) = —In H¢(x). Tat-
sdchlich kann auch die Ankunftszeit der Grenziiberschreitung durch einen Pois-
sonprozess modelliert werden. Hier definieren wir zunéichst einen Z&hlprozess.

Definition 27 Zihlprozess. Gehen wir von einer Folge von stochastischen
GroRen Y7, ..., Y, aus dem Zustandsraum Y (z.B. R oder R?) aus, so ist der
Zahlprozess liber der Menge A C Y definiert als

N(4) = ZI{YieA}
i=1

Es handelt sich also um eine positive, nicht fallende Treppenfunktion, die die
Anzahl der Ereignisse zihlt, die sich in einem vorgegebenen Bereich abspielen.
Intuitiv ist es zundchst naheliegend N(A) als Anzahl der Grenziiberschreitungen
zu bezeichnen und die Menge A C Y mit (u, 0] C R zu versehen. Betrachten
wir zundchst einen wichtigen Zahlprozess, ndmlich den Poissonprozess.

Definition 28 Poissonprozess Der Zihlprozess N(.) ist ein Poissonprozess
auf Y mit der Mittelwertfunktion A, wenn:

e Fir ACY,k>0und 0!:=1

R R

e Fiir m > 1 und fiir paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., A, C Y sind die
Zufallsvariablen N(A;), ..., N(A,,) unabhingig.

Fiir die Mittelwertfunktion A(.) des Poissonprozesses N (.) gilt, dass E(N(A)) =
A(A). Hierbei bezeichnet \(x) die Intensitét des Poissonprozesses und ist die
Ableitung der Mittelwertfunktion, sodass A(A4) = [ A(z)dz gilt.

A

Gehen wir nun zuriick zu unserem white noise Prozess (X;);eny und unserer
Folge von Schranken w,(x) = ¢,z + d,, fir festes . Fiirn e Nund 1 <i <n
sei Vi = LI(x,5u,(2)}- Yin ist sozusagen der relative Zeitpunkt einer Grenz-
iiberschreitung, sodass sich unser Zustandsraum zu Y = (0, 1] reduziert. Der
Prozess, der nun unsere Grenziiberschreitungen aus einer Stichprobe mit Um-
fang n Rahltist durch

No(A) => Iy, e
=1

gegeben.

Fiir n — oo konvergiert dieser Zahlprozess N, (.) in Verteilung gegen einen
Poissonprozess mit der Mittelwertfunktion A(.), fiir die gilt, dass
A(A) = (t2 — t1)A(x), wobei A = (t1,t2) C Y und A(z) = —1In H¢(x). Daraus
folgt auch die Konvergenz fiir den Erwartungswert, sodass
E(N,(A)) = E(N(A)) = A(A) = (t2 — t1)A(z). Da die Intensitat nicht von der
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Zeit abhingt, wird sie als Konstante A := A(z) gekennzeichnet. Der Grenzpro-
zess der Anzahl der Grenziiberschreitungen ist also ein homogoner Poissonpro-
zess. Dass dieser homogene Poissonprozess zur Modellierung von Grenziiber-
schreitungen in der Praxis nicht immer zutrifft, soll uns spéter noch einmal
beschiftigen.

1.4.1 Das POT-Modell

Im ,Peak over Threshold“ Modell geht es darum, die Theorie der vorigen Ab-
schnitte zu vereinen. Dabei gehen wir von identisch und unabhingig verteilten
Beobachtungen X, ..., X, aus und betrachten lediglich die Daten, die fiir unsere
Betrachtungen relevant sind, also solche, die eine vorgegebene Schranke (thres-
hold) w tiberschreiten. Im POT-Modell treffen wir folgende Voraussetzungen:

e Das Eintreffen des Ereignisses ,Grenziiberschreitung* gehorcht einem ho-
mogenen Poissonprozess.

e Die Hohe der Grenziiberschreitung gehorcht einer verallgemeinerten Pa-
retoverteilung.

e Die Hohe der Grenziiberschreitung ist unabhiingig vom Zeitpunkt der
Grenziiberschreitung

Im vorigen Abschnitt war das Auftreten und das Zihlen des Ereignisses ,Grenz-
iibschreitung” von Bedeutung. Im POT Modell kommt also noch eine Dimension,
nimlich die Hohe der Uberschreitung hinzu und wir ziehen einen zweidimensio-
nalen Poissonprozess iiber einen erweiterten Definitionsbereich (¢, x) heran, der
uns Zeitpunkt ¢ und Hohe x der Grenziiberschreiung modelliert.

Betrachten wir also ein POT Modell mit der Stichprobe X7, ..., X,, und geben
uns eine hohe Schranke u vor, sodass der Zustandsraum des Zahlprozess sich
zuY = U x V erweitert, wobei U den relativen Zeitpunkt aus (0, 1] und V die
Hohe der Uberschreitung aus (u,c0) darstellt. Fiir A C Y ist der zugehorige
Poissonprozess

N(A) = ZI{(%,Xi)eA}
1=1

mit der Intensitét auf (¢, x)

1 T — U —!
/\(t,z)—0<1+£ >

g

fir 1+ £%=2 > 0, andernfalls A(t,z) = 0. Diese Intensitét hingt nur von
ab und ist nicht anderes als die Dichte einer verallgemeinerten Paretoverteilung
und wir schreiben A(z) := A(¢, x). Fiir eine Teilmenge (t1,t2) X (z,00) = ACY

berechnet sich die Mittelwertfunktion als Integral iiber die Intensitéit zu:

to o0

A(4) = / / My)dydt = —(ts — 1) In He . (2)

tlw
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Fiir eine Schranke x > wu folgt nun, dass der eindimensionale Prozess der Wer-
te, die « tiberschreiten, ein Poissonprozess mit der Intensitét 7(x) := —In He ,, o ()

ist. So ldsst sich nun auch die Gegenwahrscheinlichkeit F,(z) fiir Grenziiber-
schreitungen iiber die Schranke u leicht berechnen durch die Anzahl der Uber-
schreitungen iiber die Schranke x + v und w:

- 7T(x+u): Ex 7é:— .
R =Tt = (14 )~ Geolo

wobel 8 = o + &(u — p) ein positiver Skalenparameter. Genau diese Tatsache
haben wir bereits im vorigen Abschnitt bei der Modellierung von Grenziiber-
schreitungen gezeigt, als wir den den Satz von Pickands-Balkema-de Haan zitiert
haben. Dieses Modell enthélt aber auch die Ergebnisse aus dem ersten Abschnitt
iber die verallgemeinerte Extremwertverteilung. Betrachten wir zun#chst das
Ereignis {M,, < z} fiir ein & > w. Fiir einen Z&hlprozess ist dieses Ereignis
nichts anderes als P(N(A) = 0), da keine Grenziiberschreitung fiir {M,, < z}
vorliegt. Es folgt

P(N(A) = 0) = exp(=A(A)) = He o (2), 2 > u,

was ja genau die verallgemeinerte Extremwertverteilung ist.

Haben wir in der Praxis nun Beobachtungen {X; : j =1,..., N, } vorliegen,
welche eine vorgegebene Schranke iiberschritten haben, so stellt sich nun die
Frage wie diese an ein POT Modell angepasst werden kénnen. Die Likelihood
Funktion eines POT Modells mit der Intensitiit A(t,z) = L(1 4+ £22£)7 ¢ s

N“ ~
L(& 0.1 X1, ..., Xn,) = exp(—7(u) [] A(X))
j=1

Das Maximieren dieses Ausdrucks liefert die gewiinschten Schétzer fiir £, o und
L.

Eine alternativer Weg iiber die Loglikelihoodfunktion zu den Schétzern er-
hilt man, wenn man das POT Modell umparametrisiert. Schreiben wir fiir
die Intensitéit des eindimensionalen Poissonprozesses der Grenziiberschreitun-
gen iiber die Schranke u 7 := 7(u) = —In H¢ , o (u) und 8 = o + &(u — p) fiir
den Skalenparameter, so erhalten wir fiir die Intensitéit A(¢, x)

_1_ 9
A(w>=A<t,x>=;(1+§“’;“> o

wobei £ € R beliebig und 7, 8 > 0. Fiir diese alternative Parametrisierung lasst

sich die logarithmierte Likelihoodfunktion L(¢, o, y; ;(1, s )N(Nu) nun schreiben
als

lnL(f,a,u;)?l,...,;(Nu) = lnLl(f,ﬂ;)N(l —u, ...,)N(Nu —u) + InLy(m; Ny,),
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wobei der erste Term nichts anderes ist als das vorhin schon erwdhnte Schétz-
verfahren, um vorhandene Daten an eine verallgemeinerte Paretoverteilung an-
zupassen, und In Ly (7; Ny ) = —7+ N, In 7 die Log-Likelihoodfunktion fiir einen
eindimensionalen homogenen Poissonprozess mit der Intensitét 7.

1.4.2 Self-exciting POT Modell

Bisher gingen wir beim POT Modell von einem homogenen Poissonprozess aus.
Allerdings kommt es in der Praxis haufig vor, dass das Auftreten einer Grenz-
iiberschreitung, das Auftreten einer weiteren Grenziiberschreitung verursacht
oder wahrscheinlicher macht, wie es zum Beispiel bei Erdbeben der Fall ist.
Nach dem Auftreten eines Erdbebens ist es in der Zeit unmittelbar danach eher
wahrscheinlich, dass die Erde erneut bebt und wir sprechen in dem Fall von
einem Nachbeben. In der Finanzmathematik kann das zum Beispiel so interpre-
tiert werden, dass ein extrem hoher Verlust einer Aktie bedeutet, dass auch einer
anderen Aktie eine Grenziiberschreitung droht, z.B. kann eine ganze Branche
von einer Finanzkrise betroffen sein, und es wird in einem bestimmten Zeit-
raum h&ufiger zu Grenziiberschreitungen kommen. In diesem Fall sprechen wir
von einem self-exciting Prozess (self-exciting process).

Liegen konkrete Daten X7, ..., X, und eine konkrete Schranke u vor, so gehen
wir erneut davon aus, dass IV, Grenziiberschreitungen vorliegen. Erfassen wol-
len wir das Ganze mit der Menge {(¢, X;) : 1 < i < n,X; > u}, und bemerken
gleichzeitig, dass wir diesmal nicht vom relativen Zeitpunkt der Grenziiberschrei-
tung ausgehen, wie wir es im POT Modell gemacht haben, sondern tatséchlich
die natiirliche Zeitskala der Beobachtungen iibernehmen. Eine alternative Erfas-
sung der Grenziiberschreitungen ist iiber die Menge {(7},X;) : j = 1,..., Ny},
die diese nacheinander beschreibt.

Zunéichst betrachten wir ein Modell, das lediglich den Zeitpunkt der Grenz-
tiberschreitung liefert. Dies ist der Zéhlprozess Y; = il[x,~), der den Zeitpunkt
(beim POT Modell war es der relative Zeitpunkt %) der Grenziiberschreitung

liefert, falls einer Auftritt, und 0 andernfalls. Der Zihlprozess aller Uberschrei-
tungen ist der Prozess N(.) im Zustandsraum Y = (0,n] der durch

N(A) = ZI{KGA}
i=1

fiir A C Y gegeben ist und wir setzen voraus, dass dieser ein selbststéndiger
Zahlprozess mit der bedingten Intensitdit

M) =1+ Z h(t_ijXj_u)a
7:0<T; <t

ist, wobei 7 > 0,4 > 0 und h eine nichtnegative Funktion ist. Jede Grenziiber-

schreitung (7}, X;) vor dem aktuellen Zeitpunkt ¢ wird also in der bedingten
Intensitdt beriicksichtigt, wobei der Grad der Beriicksichtigung sowohl von der
abgelaufenen Zeit (t—1T;) (weiter zuriickliegende Grenziiberschreitungen werden
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nicht so stark gewichtet werden) als auch von der Hohe (X, — u) der Grenz-
iiberschreitung abhingen kann.
Die Funktion h kann zum Beispiel von folgender Gestalt sein:

o h(s,z) = exp(dx — 7ys), wobei d,v > 0 oder
e h(s,z) = exp(dz)(s + )"+, wobei 8,7, p > 0.

Alle benétigten Parameter als 6 zusammengefasst impliziert folgende Gestalt
fiir die Formel der Likelihoodfunktion:

n

~ Nu
L(O:(T;, X)) = exp | — / N (s)ds | [V (@),
0 =1

1.4.3 Konstruktion eines self-exciting POT-Modells

Ziel dieses Abschnittes ist es, das POT Modell, das im Abschnitt 1.4.1 eingefiihrt
wurde, nach und nach zu einem self-exciting Prozess zu verallgemeinern. Dabei
gehen wir zunéchst von einem selbststindigen POT Modell aus, dessen Ereignis-
se einer verallgemeinerten Paretoverteilung gehorchen, und unvorhersehbar in
dem Sinne sind, dass die Ereignisse unabhéngig voneinander sind. Fiir vorher-
sehbare Ereignisse verwenden wir erneut eine verallgemeinerte Paretoverteilung,
diesmal allerdings mit einer bedingten Dichte, die simtliche Informationen {iber
bisherige Grenziiberschreitungen bis zum jetzigen Zeitpunkt enthilt. Diese Zu-
satzinformationen enthilt der Skalenparameter (3. Und so gelangen wir zu einem
Modell, welches Grenziiberschreitungen und deren Hohe in Zeiten von Krisen
temporédr wahrscheinlicher macht.

Diese Modelle sind also Zahlprozesse N(.) auf dem Zustandsraum Y =
(0,n] x (u,00), sodass N(A) = > " Ifs x)eay fir A C Y. Weiters verwen-
den wir das umparametrisierte POT Modell, wo Grenziiberschreitungen einem
Poissonprozess mit der Intensitét 7, und die Hohe der Grenziiberschreitung einer
verallgemeneinerten Paretoverteilung G¢ 3 gehorchen.

Modell fiir unvorhersehbare Ereignisse Als

v (t) = Zj:0<Tj<t h(t — T}, X; — u) bezeichnen wir die self-exciting Funktion
(self-excitement function), wobei h nichtnegativ, sodass sich die umparametri-
sierte Form der Intensitét A(¢,z) = Z(1+ f”g“)_%_l zu

* —-:-1

auf dem Zustandsraum Y = (0, n] X (u, 00), wobei 7 > 0 und ¢ > 0, verallgemei-
nern ldsst. Die bedingte Intensitét eines selbststdndigen POT Modells wird also
mit der Dichtefunktion einer verallgemeinerten Paretoverteilung kombiniert. Die
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bedingte Anzahl der Grenziiberschreitungen x > w zum Zeitpunkt ¢ berechnet
sich nun zu

Tt z) = 7)\*(t,y)dy = (7 + (1) (1 2 g “)é ,

x

Das Berechnen der Verteilung fiir die Grenziiberschreitung ergibt sich nun
wieder aus dem Quotienten der Intensititen fiir die Schranke v + z und u

1
T*(t,u + ) Ex\ ¢~
— =1+ > =G
7 (t, u) ( + 3 ) ¢,5()
und ist unabhingig von t.
Vorhandene Daten kénnen durch das Maximieren einer Likelihoodfunktion,
die die Gestalt

n N N
L(O: (1), X)) = exp | —nr — / v*(s)ds | T A (1, X,)
0 j=1

annimmt, an dieses Modell angepasst werden.

Modell fiir vorhersehbare Ereignisse Durch erneutes Verallgemeinern der
bedingten Intensitdt A\*(¢,x) aus dem Modell fiir unvorhersehbare Ereignisse

erhalt man -
. T Hput(t) T—u TET
M) = o () (”fmav*(t)) |

wobei > 0 und « > 0. Die bedingte Anzahl der Grenziiberschreitungen = > u
zum Zeitpunkt ¢ ist dieselbe wir im unvorhersehbaren Modell, allerdings ist der
Parameter 8 durch die zeitabhéngige self-exciting Funktion 8 + av*(t) ersetzt.
Die Verteilung fiir eine Grenziiberschreitung bedingt auf vergangene Uberschrei-
tungen und darauf, dass zum Zeitpunkt ¢ eine vorliegt, ist eine verallgemei-
nerte Paretoverteilung mit der Verteilungsfunktion G{,ﬁJrav*(t)' Die Maximum-
Likelihood Schéatzfunktionen sind dieselben wir im unvorhersehbaren Modell,
allerdings ist die bedingte Intensitdt nun eine andere.

1.5 Multivariate Maxima

Ziel der nichsten beiden Abschnitte ist es, einen kurzen Uberblick iiber die
Theorie der multivariaten Maxima zu geben. Dabei wird haufig der bivaria-
te Fall abgehandelt, zumal sich die mehrdimensionale Theorie nicht so leicht
erfassen lisst. Das Hauptinstrument zur Charakterisierung und zur Handha-
be multivariater Maxima ist die Copula, die uns die Abh&ngigkeitsstruktur
des SZielvektorsmodelliert. Seien Xg,...,X, € R? d-dimensionale Stochasti-
sche Vektoren mit einer gemeinsamen Verteilung F' und den Randverteilungen
Fiy, ..., Fy.Das Maximum der j — ten Komponente (0 < j < d) bezeichnen wir
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mit M, ; = max(Xyj,..., X, ;). In der multivariaten Extremwerttheorie steht
der d-dimensionale Vektor der Maxima My = (M, 1, ..., M, ¢)" im Mittelpunkt
des Interesses. Gesucht sind wie im eindimensionalen Fall Aussagen und Vertei-
lungen fiir

y ey
Cn,1 Cn.,d

Mn - dn (Mn,l - dn,l Mn,d - dn,d>/

und n — oo, wobei ¢, = (¢p1, ..., nq) und d,, = (dp 1, ..., dn,q)" Normierungs
und Zentrierungskonstanten sind und die c,, > 0 erfiillen. Wir nehmen an, dass
(M,, — d,)/c, in Verteilung gegen einen Zufallsvektor mit der gemeinsamen

Verteilung H konvergiert, sodass

Mn - dn .
lim ( < x) = lim F"(c,z+d,)=H(z) (12)
n—oo Cn n—oo

Definition 29 Wenn obige Beziehung (12) erfiillt wird von einer Verteilungs-
funktion F' und einer Grenzverteilung H so sagen wir F' liegt im Maximalen
Anziehungsbereich von H und schreiben F' € MDA(H) und nennen H eine
multivariate Extremwertverteilung.

Die Frage der Grenzverteilung wird teilweise durch die Ergebnisse der ein-
dimensionalen Theorie beantwortet. Ist H eine nichttriviale Verteilung, so miis-
sen die einzelnen Eintrige entweder Fréchet, Gumbel oder Weibullverteilt sein.
Nachdem diese auch stetig sind, konnen wir Sklar’s Theorem zu Copulas an-
wenden und wir wissen, dass die Copula zu H eindeutig ist.

Satz 30 (Extremwert Copula) Ist (12) erfiillt fiir Verteilungsfunktionen F
und H, dann gilt fiir die eindeutige Copula

C(u'") =C'u), Vt>0. (13)

Jede Copula mit obiger Eigenschaft ist eine Extremwertcopula (extreme va-
lue copula) und kommt als Copula fiir eine Multivariate Extremwertverteilung
in Frage. Ein wichtiges Resultat fiir Multivariate Extremwertverteilungen und
Extremwertcopulas ist der Folgende Satz.

Satz 31 (Pickands Charakterisierung) Die Copula C ist eine Extremwert-
copula, genau dann, wenn sie sich als

d
Inwug Inuy
C(u) =exp B s Inwu, (14)
ZZ:l Inug Zzzl In g, zz:;

schreiben lasst fir B(w) = de max(x1wy, ..., tqwq)dH (x) und einer Menge Sy =
x:x; > 0,i=1,...,d, E?:l T = 1} .

Die Funktion B wird auch als dependence function bezeichnet und ist bis auf
den bivariaten Fall schwer zu handhaben. Bezeichnen wir ndmlich im bivariaten
Fall A(w) := B((w,1 —w)’) mit w € [0, 1], so folgt aus Pickands Charakterisie-
rung, dass eine bivariate Copula eine Extremwertcopula ist, wenn sie folgende
Form annimmt:
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C(uy,us) = exp {(lnul +Inug)A (h““) } : (15)

Inuy + Inusg

wobei nun A(w) = fol max((1 — z)w, z(1 —w))dH (x). Es folgt, dass eine solche
bivariate dependence function die Ungleichung

max(w,l —w) < Aw) <1, 0<w<l, (16)

erfiillt und konvex ist. Umgekehrt formuliert kann jede differenzierbare, konve-
xe Funktion A(w), die die obige Ungleichung erfiillt, benutzt werden, um eine
Extremwertcopula zu konstruieren.

Beispiel 32 (Gumbel Copula) Die bivariate Copula, die durch
C(fgﬁ(ul,ug) = u%f‘)‘u%*’g exp {—((—aln u1)9 + (—ﬁlnuz)‘g)%}

gegeben ist, heifft Gumbelcopula und besitzt die Eigenschaft (13). Fiir die de-
pendence function gilt

Aw) = 1= a)w+ (1= B)(1 - w) + ((aw)” + (B(1 = w))") /.

Beispiel 33 (Galambos Copula) Bei der Galambos Copula starten wir zu-
néichst mit der dependence function

Alw) =1— ((aw™ + (B(1 —w)) =)~ 1/?

welche konvex ist und die Ungleichung (16) erfiillt. Somit l&sst sich durch diese
Funktion eine Extremwertcopula konstruieren, die die Gestalt

Cgifﬁ(ul, Ug) = UjlUsg €XP {((—a Inu) =% + (—ﬁlnu2)_9)_1/9}

annimmt. Das Gumbelcopula Modell wird auch als logistisches Modell bezeich-
net, wohingegen Galambos Copula auch negatives logistisches Modell genannt
wird. Die eben beschriebenen Copulas sind Beispiele fiir Extremwertcopulas.

1.5.1 Copulas fiir multivariate Minima

Die Struktur der Copulas fiir multivariate Minima kann leicht aus der fiir Mul-
tivariate Maxima und der Beziehung (2) hergeleitet werden. Sei F' die Vertei-
lungsfunktion der stochastischen Vektoren Xi,...,X,,, deren Minima und die
Grenzverteilung dieser gesucht wird. Aquivalent hierzu ist das Betrachten des

Maximums von —Xj,...,—X,, mit der Verteilungsfunktion F. Liegt diese Ver-
teilungsfunktion im Maximalen Anziehungsbereich einer Multivariaten Extrem-
wertverteilung, so folgt, dass auch F, also die Verteilungsfunktion der Minima,
eine Grenzverteilung besitzt.
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Sei M, der Vektor der komponentenweise Maxima von —Xy, ..., —X,,, sodass
My, ;= max(—Xy j, ..., =Xy ;). Ist '€ MDA(H) fiir nichttriviales H, dann ist

lim P (M"_d" < x) — lim F (cpx +dy) = H(x) (17)

n—oo Cn n— 00

flir geeignete vektorwertige Folgen c,, > 0 und d,, und einer multivariaten Ex-
tremwertverteilung H der Form H(x) = C(Hg, (1), ..., He,(x4q)), wobei C' (13)
erfiillt. Ist nun m,, der der Vektor der kompontenweise Minima, so folgt, dass

lim P <m"+d" > x> = H(-x) (18)

n— oo Cp

und damit, dass H(—x) = C(He, (—1), ..., He, (—24q)).

1.5.2 Anziehungsbereich der Copulas

Wie im eindimensionalen Fall ist es von Interesse, Eigenschaften einer Vertei-
lungsfunktion F' zu untersuchen und dadurch Riickschliisse auf die Multivariate
Extremwertverteilung und die Extremwertcopula zu ziehen. In diesem Zusam-
menhang ist der folgende Satz sehr hilfreich.

Satz 34 Sei F(x) = C(Fy(z1),..., Fa(zq)) fir stetige Randverteilungen F1, ..., Fy
und einer Copula C. Sei weiters H(x) = Co(Hi(z1), ..., Hq(zq)) eine multivaria-
te Extremwertverteilung mit der Extremwertcopula Cy. Dann ist F' € M DA(H)
genau dann, wenn fiir die einzelnen F; gilt, dass F; € MDA(H;),1 <i <d, und
dass
Jim Ctuy'", ...,u(li/t) = Co(u1,..yuq), uel0,1]% (19)

Die Copula der Grenzverteilung ergibt sich also nur durch die Copula der
zugrundeliegenden Verteilung. Diese Beziehung motiviert die folgende Definiti-
on.

Definition 35 Ist (19) von einer Copula C' und einer Extremwertcopula Cj
erfiillt, so sagen wir, dass die Copula C' im maximalen Anziehungsbereich der
Copula Cy liegt und schreiben dafiir C € M DA(Cy).

1.6 Multivariate Grenziiberschreitungen
1.6.1 Modell

Wie im eindimensionalen Fall ist es natiirlich auch von Interesse, den hinteren
Teil einer multivariaten Verteilung zu charakterisieren und Wahrscheinlichkeiten
zuzuordnen, selbst wenn diese mehrdimensional ist. Dabei stellt sich zundchst
die Frage, wie eine vorgegebene Schranke definiert wird und wie iiber diese hin-
aus die Excess Verteilung aussieht. Starten wir also mit stochastischen Vektoren
X1, ..., Xy, die eine gemeinsame Verteilung F' = C(Fy(z1), ..., Fa(zq)) besitzen

24



fiir irgendeine Copula C' und den Randverteilungen Fi, ..., Fy. Weiters setzten
wir voraus, dass F' im Maximalen Anziehungsbereich einer multivariaten Ex-
tremwertverteilung liegt. Fithren wir diesen mehrdimensionalen Fall auf den
eindimensionalen zuriick, so bedeutet das, dass fiir einen Vektor von Schranken
u = (u1, ..., uq) und dariiberliegenden Werten z; > u; komponentenweise durch
die Verteilung

~

T — s -1/&;
Fj(l‘j)zl—)\j <1+fj jﬂj j) (20)

gegeben ist (also wie im eindimensionalen Fall die verallgemeinerte Paretover-
teilung), wobei \; = F;(u;). Fiir den Vektor x > u motiviert dieses Resultat die

Approximation F(x) ~ C(F1(z1), ..., Fq(zq)). Hier ist allerdings zu bemerken,
dass C' ebenfalls unbekannt und daher approximiert werden muss. Der Satz iiber
den Anziehungsbereich der Copulas legt folgende Abschitzung nahe: Fiir einen
Vektor v € (0,1)? und hinreichend groRes ¢ ist C(v!/t) = Cé/t(v). Schreiben
wir w = v!/t, erhalten wir iiber Bediungung (13), dass

C(w) ~ Cy/*(w") =Co(w). (21)

Diese Approximation wird genauer, je grofer w ist, da v/t — 1 fiir t — oo.

Setzen wir nun voraus, dass wir fiir grofe Werte die Copula C durch ihre
Extremwertcopula Cj substituieren kénnen, erhalten wir das allgemeine Modell
fiir die Verteilung

~ ~

F(x) = Co(F1(z1), oy Falza)). (22)

1.6.2 Praktische Vorgehensweise

Liegen Beobachtungen Xy, ..., X,, einer Verteilung vor, die die obige Approxima-
tion gestattet, und haben wir einen Vektor von Schranken u = (ug, ..., uq)’, so
ist es naheliegend, dass nur einige wenige Beobachtungen iiber der gemeinsamen
Schranke (x > u) liegen. Vielmehr wird es der Fall sein, dass eine Beobachtung
thre" Schranke iiberschreitet, die anderen jedoch nicht, die wiederum von einer
anderen Beobachtung iiberschritten werden und so weiter. Die erforderlichen
Parameter ¢;, 0;,\; fir j = 1...d und der Copula Parameter (oder Vektor) 6
erhalten wir iiber den Maximum Likelihood Schétzer iiber gefilterte Daten.

Gehen wir davon aus, dass m; Uberschreitungen eines Datenvektors X; =
(X1,,..., Xa;) iber den Vektor der Schranken u =(uy,...,uq)" vorliegen. Die
restlichen d — m; Komponenten, die die Schranke nicht iiberschritten haben,
werden insofern gefiltert, als dass an Stelle der Daten die Schranke u; gesetzt
wird. Fiir einen Datenvektor X; ist die Likelihoodfunktion durch

8’"’3;’(1:1,...@,1)

J1eHImy

max(X;,u)

gegeben, wobei die Indizes ji, ..., jm, zu den Komponenten des Vektors gehdren,
die ihre Schranke iiberschritten haben.
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Im bivariaten Modell mit der vorhin zitierten Gumbelcopula ergibt sich die
Likelihoodfunktion zu

CE(1— A1, 1= )g), X1 <wui, Xio Zug,
CeGit(l;l(X ) 1- Az)? (Xin), Xi1>ur, X2 < ug,
FT CEE = AL Ba(Xi2)) f (Xia), Xiy S, Xip > us,
S(Fy (Xin), Fo(Xe o)) Ty (X)) Ta(Xin)  Xin >ur, Xin > S
23

wobei }j die univariate Dichte der Verteilungen E'jaus (20) und c§*(uq, uz) die
Dichte der Gumbelcopula und Cg;-‘ = (0/0y,)CS" (u1,uz) die bedingte Vertei-
lung der Copula ist.

1.6.3 Grenzcopulas

Welche Copula erhalten wir, bedingt darauf, dass von einem Vektor manche
Komponenten ein Grenziiberschreitung vorweisen und andere nicht? Im univa-
riaten Fall haben wir gesehen, dass das Ende einer Verteilung (eben auf das
Uberschreiten einer vorgegebenen Schranke bedingt) durch eine verallgemeiner-
te Paretoverteilung approximierbar ist. Gibt es nun auch analog zum univariaten
Fall Grenzcopulas und sind diese eindeutig und unter welchen Voraussetzungen
existieren sie?

Untere Grenzcopulas Gehen wir aus von einem Zufallsvektor (X7, X3) mit

stetigen Randverteilungen F und F und einer symmetrische Copula C' (C(uy,us) =

C(ug,u1)). Wir betrachten die Verteilung von (Xi, X5) unter der Bedingung,
dass das v—Quantil nicht iiberschritten wurde, also das Ereignis

A, ={X1 < F (v),Xs <F~(v)},0 < v < 1LFir C(v,v) # 0 ist die Wahr-
scheinlichkeit fir X; unter dem z; Quantil und X5 unter dem x5 Quantil durch

C(x1,20)
C(v,v) ’
gegeben. Als Funktion von 27 und x5 aufgefasst definiert die obige Darstellung

eine bivariate Verteilungsfunktion auf [0,v]? und aus dem Satz von Sklar folgt,
dass

P(Xl < F{_(.’L‘l),Xg < Fé_(l‘z)‘Av) = r1,x2 € [O,’U]

C(ml, .TQ)

m = CS(F(U)($1)7F(U)<‘,£2))7 T1,T2 € [OaUL (24)
fiir eine eindeutige Copula CY und der stetigen Randverteilung
C(z,v)
F, =P(X; <F™ A,) = 2
le) = POG S F(@m)lA) = o, wel0el, (29

die auch an den eindimensionalen Fall der Excessverteilung erinnert. Diese ein-
deutige Copula wird als

C(F-

u aF<— u
Co(u1,up) = () (1), F(y (u2))

C(v,v)

(26)
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geschrieben und wird als untere Grenzcopula bezeichnet (lower threshold Copula
C at level v).

Obere Grenzcopulas Gehen wir erneut von einem Zufallsvektor (X7, X5)

aus und betrachten nun das Ereignis 4, = {X; > F~(v), X2 > F~(v)},0 <
v < 1, so erhalten wir fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

- - - C(xy,x
P(X1>F1 (x1)3X2>F2 (12)|AU):M3 T1,T2 € [Ual]v

C(v,v)

wobei C(z1,22)/C(v,v) eine Verteilungsfunktion der Gestalt 1— F(z) auf [v, 1]2
ist und als

é(x17$2) o 61 = =
- — U(G v (‘Tl)vG v (IZ))a X1, T2 S [Uv 1}7 (27)
(o, v) (v) (v)

Al
zu schreiben, wobei C die survival copula einer Copula C} ist und fiir die Rand-
verteilungsfunktion

Gy (@) = P(Xy > Fi (21)|A,) = .z e ul (28)

gilt. Die Copula C} ist die obere Grenzcopula (upper threshold copula at level
v). In der Praxis ist das Untersuchen oberen Grenzcopula dquivalent zum un-
tersuchen der unteren Grenzcopula und umgekehrt und somit ausreichend, wie
folgendes Lemma die Theorie der Grenzcopulas zusammenfasst

Al
Lemma 36 Die survival copula C,, der oberen Grenzcopula C! von C bei v ist

A
die untere Grenzcopula C9 der Copula C bei 1 — v.
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