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Definition

Zeitreihe
(xt)t∈T Folge von Messwerten, geordnet nach Zeit t

Anwendungsbereiche

• Meteorologie

• Biometrie

• Ökonometrie

• Soziologie

• Finanzmathematik



Grafische Darstellung

Dow Jones

Abbildung: Schwarzer Montag am 19. Oktober 1987, erster Börsenkrach
nach WW II



empirische Analyse

schwach stationärer Prozess

• EYt = µ, für alle t ∈ Z
• VYt = γ(0) <∞, für alle t ∈ Z
• C(Yt+k ,Yt) = γ(k), für alle t, k ∈ Z

strikt stationärer Prozess
gemeinsame Verteilung von (Yt1+k , . . . ,Ytn+k) unabhängig von k



empirische Analyse

arithmetisches Mittel

x̄ =
1

N

N∑
t=1

xt

empirische Varianz

σ2 =
1

N

N∑
t=1

(xt − x̄)2



empirische Analyse

empirische Kovarianz

c =
1

N

N∑
t=1

(xt − x̄)(yt − ȳ)

Korrelationskoeffizienten

ρ =
c

σx · σy



empirische Analyse

Autokovarianzfunktion

γτ =
1

N

∑
t

(xt − x̄)(xt+τ − x̄)

Autokorrelationsfunktion ACF

ρτ =
γτ
γ0



empirische Analyse

White Noise
Prozess (εt) ist Weißes Rauschen, falls

• Eεt = 0

• Vεt = Eε2t <∞
• E(εt+kεt) = 0, für alle k 6= 0



empirische Analyse

Martingaldifferenz

E |Xt | <∞
Xt ist Ft-messbar

E (Xt |Ft−1) = 0 ∀t ∈ Z



lineare Modelle

MA(q) Prozess

(εt) sei ein Weißes Rauschen.

yt =

q∑
k=0

bkεt−k

ist ein MA Prozess. Es gilt:

• Eyt = 0

• Vyt = σ2
∑q

i=0 b2
i



lineare Modelle

AR(p) Prozess

εt sei ein Weißes Rauschen.

yt = a1yt−1 + . . .+ apyt−p + εt

ist ein AR Prozess. Es gilt:

• EXt = 0

• VXt = σ2
∑∞

i=0 a2i .



lineare Modelle

ARMA(p,q) Prozess

εt sei ein Weißes Rauschen. Die Lösung (Xt)t∈Z für

Xt − φ1Xt−1 − ...− φpXt−p = εt + θ1εt−1 + ...+ θqεt−q, ∀t ∈ Z

ist ein ARMA(p,q) Prozess.



lineare Modelle

Vergleich
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nicht lineare Modelle

ARCH(p) Prozess

(Zt)t∈Z sei ein strenger White Noise Prozess. So ist (Xt)t∈Z ein
ARCH Prozess.

Xt = σtZt ,

σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αiX
2
t−i



nicht lineare Modelle

Simulation eines ARCH(3)-Prozesses
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nicht lineare Modelle

GARCH(p,q) Prozess

(Zt)t∈Z sei ein strenger White Noise Prozess. So ist (Xt)t∈Z ein
GARCH Prozess.

Xt = σtZt ,

σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αiX
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j



nicht lineare Modelle

Simulation eines GARCH(3,2)-Prozesses
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Analyse

Vorgehensweise

• Annahme Daten entsprechen White Noise Prozess

1 . Fall: Hypothese wird nicht widerlegt - Analyse beendet
2 . Fall: Hypothese wird verworfen

• lineare Korrelation ⇒ ARMA
• nicht lineare Koerrelation ⇒ GARCH



Modellanpassung

ARMA(p,q)

• Zusammensetzung von AR(p) und MA(q)

• Informationskriterium



Modellanpassung

Informationskriterien

• AIC (p, q) := ln σ̂2
p,q + 2 (p+q)

N

• BIC (p, q) := ln σ̂2
p,q + (p+q) ln N

N

• HQ(p, q) := ln σ̂2
p,q + 2(p+q)∗c∗ln(ln N)

N mit c > 1



Modellanpassung

ARCH(p) und GARCH(p,q)

Maximum Likelihood Methode Im folgenden sei p = q = 1

gemeinsame Dichte von X0, . . . , Xn

fX0,...,Xn(x0, ..., xn) = fX0(x0)
n∏

t=1

fXt |Xt−1,...,X0
(xt |xt−1, ..., x0).



Modellanpassung

ARCH(1)

• zu schätzende Parameter α0, α1

• σt = (α0 + α1x
2
t−1)

bedingte Dichte

fXt |Xt−1,...,X0
(xt |xt−1, ..., x0) = fXt |Xt−1

(xt |xt−1) =
1

σt
g(

xt

σt
)



Modellanpassung

ARCH(1)

fX1,...,Xn|X0
(x1, ..., xn|x0) =

n∏
t=1

fXt |Xt−1,...,X0
(xt |xt−1, ..., x0).

bedingte Likelihoodfunktion

L(α0, α1; X) = fX1,...,Xn|X0
(x1, ..., xn|x0) =

n∏
t=1

1

σt
g(

Xt

σt
),

ARCH(p)

für p > 1 analog



Modellanpassung

GARCH(1,1)

• zu schätzende Parameter α0, α1, β

• σ2
t = α0 + α1X

2
t−1 + βσ2

t−1

bedingte Dichte

fX1,...,Xn|X0,σ0
(x1, ..., xn|x0, σ0) =

n∏
t=1

fXt |Xt−1,...,X0,σ0
(xt |xt−1, ..., x0, σ0)



Modellanpassung

GARCH(1,1)

bedingte Likelihoodfunktion

L(α0, α1, β; X) =
n∏

t=1

1

σt
g(

Xt

σt
) mit σt =

√
α0 + α1X 2

t−1 + βσ2
t−1

GARCH(p)

für p > 0 braucht man n + p Daten



Multivariate Zeitreihen

• Betrachtung mehrerer Zeitreihen gemeinsam

• mehr als einen Beobachtungswert pro Zeitpunkt

• Stationarität analog zu univarianten Zeitreihen

• ACF im mehrdimensionalen ist die Korrelationsmatrixfunktion

• multivariate Modelle sind höherdimensionale
Verallgemeinerung



Multivariate Zeitreihen

Gegenüberstellung FTSE100 und SMI Kursschwankungen
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Multivariate Zeitreihen

Multivariater White Noise Prozess
(Xt)t∈Z ist multivariater WN Prozess, falls
Korrelationsmatrixfunktion

P(h) =

{
P, h = 0
0, h 6= 0



Multivariate Zeitreihen

Vector - ARMA Modell (VARMA)

(εt)t∈Z sei ein WN(0,Σε). Die Lösung (Xt)t∈Z für

Xt − Φ1Xt−1 − ...− ΦpXt−p = εt + Θ1εt−1 + ...+ Θqεt−q ∀t ∈ Z

ist ein VARMA(p,q) Prozess mit Mittelwert Null.



Multivariate Zeitreihen

multivariater GARCH Prozess
(Zt)t∈Z sei ein strenger White Noise Prozess SWN(0, Id). Der
Prozess (Xt)t∈Z ist ein multivariater GARCH Prozess, fass er strikt
stationär ist und

Xt = Σ
1
2
t Zt , t ∈ Z

erfüllt.



Multivariate Zeitreihen

Modellanpassung

• analog zum univariaten Fall

• bei Maximum Likelihood erhält man Konfidenzintervall



Vielen Dank


