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Oberes und Unteres Integral
Riemann Integral
Kriterien fiir Integrierbarkeit

Das Riemann Integral g q
g Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrationsregeln
Mittelwertsatze der Integralrechnung
Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Das Riemann-Integral, fab f(x)dx dient zur Berechnung von
Flacheninhalten in der Ebene.

fab f(x)dx ist der Inhalt der Fliche, die von der x-Achse und
dem Graphen von f begrenzt wird.
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Oberes und Unteres Integral

Riemann Integral

Kriterien fiir Integrierbarkeit

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Integrationsregeln

Mittelwertsatze der Integralrechnung

Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Das Riemann Integral

Defintion:

Sei [a, b] ein kompaktes Intervall und
a=xp<x3<...<x,=bund [; =[xj_1,x], fiir
j=1,...,n,sonennt man Z = I, b, ..., I, eine Zerlegung
von [a, b).

Die Feinheit von Z ist definiert durch:

2] = max {x —xi-1}
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Oberes und Unteres Integral

Riemann Integral

Kriterien fiir Integrierbarkeit
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Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Das Riemann Integral

Oberes und Unteres Integral

Sei f eine auf [a, b] beschrankte Funktion und Z eine
Zerlegung. Definiere

M; = sup f(x)

X€E[xi—1,xi]

und

m; = inf  f(x).

X€[xi—1,x]
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Oberes und Unteres Integral
Riemann Integral
Kriterien fiir Integrierbarkeit

Das Riemann Integral g q
g Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrationsregeln
Mittelwertsatze der Integralrechnung
Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Man erhilt nun die Obersumme S(f, Z) und die Untersumme
S(f, Z) mit:

g(f, Z) = Z M,'(X,‘ — X,'_]_)
i=1
S(F.2) = mi(x — xi-1).
i=1
Es gilt S(f,Z) < S(f,Z),VZ. Sei Z' mit |Z'| < |Z|, dann gilt

sogar

S(f,Z) < S(f,Z') < S(f,Z') < S(f, 2).
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Oberes und Unteres Integral
Riemann Integral

. Kriterien fiir Integrierbarkeit
Das Riemann Integral g

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Integrationsregeln

Mittelwertsatze der Integralrechnung

Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Defintion des oberen und unteren Integrals:

= |nf (S(f,2))

und
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Oberes und Unteres Integral

Riemann Integral

Kriterien fiir Integrierbarkeit
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Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Das Riemann Integral

Riemann Integral

Defintion:

Sei Z eine Zerlegung von [a, b]. Aus jedem Teilintervall /; wird
nun ein beliebes b; € /; gewahlt. Man nennt

B = {by, by, ... b,} eine zu Z gehdrige Belegung.
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Riemann Integral
Kriterien fiir Integrierbarkeit

Das Riemann Integral g q
g Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrationsregeln
Mittelwertsatze der Integralrechnung
Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Definition:
Sei Z eine Zerlegung und B eine zugehorige Belegung, so
nennt man:

5(f7 Z, B) = Zf(bj)(xj _XJ'*l)

Riemannsumme. Jeder Summand ist die Flache des
Rechtecks mit der Grundlinie [x;_1, x;] und Hohe f(b;).
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Oberes und Unteres Integral
Riemann Integral
Kriterien fiir Integrierbarkeit

Das Riemann Integral g q
g Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrationsregeln
Mittelwertsatze der Integralrechnung
Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Defintion
Riemann-Integral: Existiert der Grenzwert

b
/ f dx = lim S(f,Z,B)
a |Z]—0

und ist der Wert fiir jede Belegung gleich, so nennt man ihn
das Riemann-Integral von f iiber [a, b]. f heiBt dann
Riemann integrierbar.
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Oberes und Unteres Integral

Riemann Integral

Kriterien fiir Integrierbarkeit

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Das Riemann Integral

Kriterien fiir Integrierbarkeit

Satz
Darboux’ sches Kriterium fiir Integrierbarkeit: Sei f

beschrankt auf [a, b]. f ist genau dann Riemann integrierbar,
wenn

|é||r20§(f, Z) = |é||n105(f, 2).

Es gilt dann [*fx = [ foe = [ fdx.
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Oberes und Unteres Integral
Riemann Integral
Kriterien fiir Integrierbarkeit

Das Riemann Integral g q
g Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrationsregeln
Mittelwertsatze der Integralrechnung
Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Definition:

Man nennt eine Teilmenge N von R eine
Lebesgue-Nullmenge, wenn sie fiir jedes ¢ > 0 durch
hochstens abzahlbar viele Intervalle mit Gesamtlange ¢
tiberdeckt werden kann.
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Oberes und Unteres Integral
Riemann Integral
Kriterien fiir Integrierbarkeit

Das Riemann Integral g q
g Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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Mittelwertsatze der Integralrechnung
Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Satz:
Eine auf [a, b] definierte Funktion f ist genau dann iiber [a, b]
Riemann-integrierbar, wenn

1. f auf [a, b] beschrankt ist und

2. die Menge der Unstetigkeitsstellen von f in [a, b] eine
Lebesque-Nullmenge ist, also f auf [a, b] fast iiberall
stetig ist.
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Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Das Riemann Integral

Satz:

Jede auf [a, b] beschrankte Funktion mit hochstens abzahlbar
vielen Unstetigkeitsstellen ist liber [a, b] Riemann-integrierbar.

Es ist also jede auf [a, b] monotone Funktion iiber [a, b]
Riemann-integrierbar.
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Oberes und Unteres Integral
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Kriterien fiir Integrierbarkeit

Das Riemann Integral g q
g Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Satz:

Sind f und g auf [a, b] fast tiberall gleich und
Riemann-integrierbar so gilt:

b b
fr=]e

Speziell fiir nichtnegative, iiber [a, b] Riemann-integrierbare
Funktionen f gilt sogar:

b
/ f=0«&f =0 fastiiberall auf [a, b].
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Das Riemann Integral

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Defintion:
Unbestimmtes Integral: Fiir eine reelle Funktion f und jedes
¢ aus dem Definitionsbereich nennt man die Abbildung

x—>/cxf(t)dt

ein unbestimmtes Integral.
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Oberes und Unteres Integral
Riemann Integral
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Das Riemann Integral Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrationsregeln
Mittelwertsatze der Integralrechnung
Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Definition:
Man nennt F eine Stammfunktion von f auf M, wenn fir alle
x € M gilt: F'(x) = f(x).

Eine Stammfunktion ist bis auf eine zu addierende Konstante
eindeutig bestimmt.
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Das Riemann Integral

Satz:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Hat f
auf einem Intervall / eine Stammfunktion F und existieren dort
die unbestimmten Integrale von f, so gilt:
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Integrationsregeln

Elementare Rechenregeln:
[Pfig=["f+ [
[Paf=a[Pf YaeR

f(x) < g(x),¥xelabl= [Pf<[lg
R =

—

oW
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Oberes und Unteres Integral
Riemann Integral

. Kriterien fiir Integrierbarkeit
Das Riemann Integral g

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Integrationsregeln

Mittelwertsatze der Integralrechnung

Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Partielle Integration:
Sind f und g auf [a, b] differenzierbar so gilt:

/ (Fg)(x)dx = (fe)(x)|? — / (') (x)dx
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Oberes und Unteres Integral
Riemann Integral
Kriterien fiir Integrierbarkeit

Das Riemann Integral g q
g Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrationsregeln
Mittelwertsatze der Integralrechnung
Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Substitutionsregel:
Ist ¢ eine differenzierbare Funkion, die [a, b] auf [«, 5] abbildet
und gilt entweder:

» f hat auf [«, 8] eine Stammfunktion, oder
>  ist auf [a, b] monoton, also ¢’ > 0 (bzw. < 0),
so folgt:

©(b) b
/ F(t)dt = / F(o(u))'(u)du

(a)
falls beide Integrale existieren.
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Oberes und Unteres Integral

Riemann Integral

Kriterien fiir Integrierbarkeit

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Integrationsregeln

Mittelwertsétze der Integralrechnung

Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Das Riemann Integral

Mittelwertsatze der Integralrechnung

Satz:
1. Mittelwertsatz:

» f und g sind iber [a, b] Riemann-integrierbar und
» g > 0 auf [a, b],
so Ja mit inf 5 f < a < supy,  fir die gilt:

b b
/ (fg)(x)dx:a/ g(x)dx.
Ist f auf [a, b] stetig, so gilt a« = f(c) fiir ein ¢ € [a, b].
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Riemann Integral

Kriterien fiir Integrierbarkeit

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Integrationsregeln

Mittelwertsétze der Integralrechnung

Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Das Riemann Integral

Satz:
2. Mittelwertsatz:

» f ist iiber [a, b] Riemann-integrierbar und
» g ist auf [a, b| monoton,

so existiert ein ¢ € [a, b] mit:

[ @i =ata) [ ao) [ e
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Riemann Integral

Kriterien fiir Integrierbarkeit

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Integrationsregeln

Mittelwertsatze der Integralrechnung

Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Das Riemann Integral

Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Ist {f,} eine auf [a, b] gleichm&Bige konvergente Folge
Riemann-integrierbarer Funktionen, so ist auch die
Grenzfunktion dieser Folge iiber [a, b] Riemann-integrierbar

und es gilt:
b b
/ lim f, = Iim/ f,.
a n—oo n—oo a
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Oberes und Unteres Integral
Riemann Integral
Kriterien fiir Integrierbarkeit

Das Riemann Integral g q
g Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrationsregeln
Mittelwertsatze der Integralrechnung
Integration von Funktionenfolgen und -reihen

Ist >~°, f, eine auf [a, b] gleichm&Big konvergente Reihe
integrierbarer Funktionen , so ist auch die Grenzfunktion dieser
Reihe iiber [a, b] Riemann-integrierbar und es gilt:

Bei gleichmaBiger Konvergenz darf man Limes und Integral
vertauschen.
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral

Funktionen von beschrénkter Variation
Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals

Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Riemann-Stieltjes Integral
»
| 4
>
| 4
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

» Riemann-Integral: Gewichtung mit der Lange des
Intervalls.

» Riemann-Stieltjes-Integral:Gewichtung durch eine
Funtion g.
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral

Funktionen von beschrénkter Variation
Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals

Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral

Untersumme:
o(f,Z,g) =Y inf f-(g(x)—&(x-1))
1 [xi—1,%]
Obersumme:

n

a(f,Z,g) =) sup f-(g(x)—g(x-1))

j=1 [Xjfl,Xj]

Riemann-Stieltjes-Summe:

o(f,Z,B,g) Zf — &(x-1))
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Fiir nicht monoton wachsendes g gilt im allgemeinen nicht

o(f,Z,g)<o(f,Z,B,g) <o(f,Z,g)

Ebensowenig wird das Supremum der Untersummen bzw. das
Infimum der Obersummen gleich deren Limes |Z| — 0 sein.
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

» Darboux-Stieltjes-Integral falls

supa(f,Z,g) =infa(f, Z, g)
7 V4

» Riemann-Stieltjes-Integral falls

l f 7B
|z'|ToU( .Z,B,g)

unabhangig von den gewahlten Belegungen gegen ein und
denselben Grenzwert konvergiert.

lim a(f,Z,B,g):/ f(x)dg(x).

|Z|—0
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Satz:
Ist g auf [a, b] monton wachsend, so gilt :

1. o(f,Z,g)<o(f,Z,B,g) <o(f,Z,g) VZ,B
2. fab fdg existiert genau dann, wenn gilt:

lim (o(f,Z,g) —o(f,Z,g)) =0.

|Z]—0

3. aus der Existenz von fab fdg folgt die des entsprechenden
Darboux-Stieltjes-Integrals und dessen Gleichheit mit

7 fdg.
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral

Funktionen von beschrankter Variation
Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals

Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Funktionen von beschrankter Variation

Definition:
Sei f : [a, b] — R.
1. Sei Z eine Zerlegung von [a, b], so definieren wir:

P(F) =) If(x) — f(xi1)l.
k=1
2. Die Totalvariation von f auf [a, b]:
VE(f) := sup P(f)
z

3. f ist von beschrankter Variation, also
f e BV|[a bl & VE(f) < x



Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrankter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Lemma:
Es gilt f € BV|a, b] genau dann, wenn zwei monoton steigende
Funktionen g und h so existieren, dass f = g — h auf [a, b].
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral

Funktionen von beschrénkter Variation
Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals

Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals

Linearitat beziiglich f und g. Wenn die Integrale fab f.dg und

fab fdg; existieren (i = 1,2), dann existieren auch die folgenden
Integrale, und es gilt

b b b
/(/\1&+A2fz)dg=/\1/ fldgﬂz/ g,

b b b
/ fd(\1g1 + Mg) = )\1/ fdgy + )\2/ fdg,.

Harald Vybiral Riemann-Stieltjes-Integral



Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Fir a < c < bgilt

b c b
/fdg:/ fdg+/ fdg.

wenn alle drei Integrale existieren.
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Satz:
Sei f € C°(1) und g € BV(!), dann gilt

> fab fdg existiert,
b
> |1} g | < IIF e VEe).
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Satz:

Haben f und g an der selben Stelle ¢ € [a, b] eine
Unstetigkeitsstelle,

so existiert das RS-Integral fab fdg nicht.
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Satz:
Partielle Integration: Mit fab fdg existiert auch fab gdf, und
es gilt

/ fdg + / gdf = fg|° = F(b)g(b) — f(a)g(a).
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Satz
Transformation in ein Riemann-Integral: Ist
Riemann-integrierbar und g € C(/), so existiert fab fdg, und

es gilt
b b
/fdg:/ fg'dt.

Jedes Integral fab fh dt lasst sich also als RS-Integral

/f(t)h(t)dt—f(t)dg(t) mit g(t)—/th(s)ds

schreiben, falls f Riemann-integrierbar und h stetig ist.
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Beispiel:

™

cost d(sint) cos2 tdt=-m
0

o

™

cost d(cost) cost-sint dt = 0.
0

o
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Satz:
» f ist Uber [a, b] Riemann-integrierbar

» g ist auf [a, b] mit Ausnahme endlich vieler Sprungstellen
Ci, .. c,7 differenzierbar

>f x)|dx < oo

so folgt:

/ab fdg = /ab f(x)g'(x)dx + i:ozj - f(¢),

wobei «; die Sprunghdhe von g an ¢; ist.
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral

Funktionen von beschrénkter Variation
Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals

Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Satz:
Erster Mittelwertsatz: Existiert fab f dg und ist g in
| = [a, b] wachsend, so ist

b b
[ fdg=n [ deule(b)-g(@) mit inff < s < sups
a a I

Ist f stetig, 3¢ € | mit u = ().
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Darboux-Stieltjes- und Riemann-Stieltjes-Integral
Funktionen von beschrénkter Variation

Riemann-Stieltjes Integral Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals
Mittelwertsatze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Satz:

Zweiter Mittelwertsatz: Die Funktion f sei im Intervall
| = [a, b] monoton, und g sei stetig in /:

Das Integral fab f dg existiert , und dc € | mit

/abf dg:f(a)/acngrf(b)/deg

= f(a)lg(c) — g(a)] + f(b)[g(b) — g(c)].
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Kurvenintegrale
Darstellungsatz von Riesz
Wakhrscheinlichkeitstheorie

Anwendungen Integration nach einer Brownschen Bewegung

Kurvenintegrale

Definition:

Es sei | = [a, b] und ¢ : | — R" eine Jordansche Darstellung
einer rektifizierbaren Jordankurve C = ¢(/) mit der
Langenfunktion s(t) := L(¢(][a, t])).

Sei f: C—R.

Das folgende Riemann-Stieltjes

/C F(x) ds = / " o(1)) ds(t)

nennt man das Kurvenintegral von f iiber die Kurve C
beziiglich der Bogenlange.
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Kurvenintegrale
Darstellungsatz von Riesz

Wahrscheinlichkeitstheorie
Anwendungen Integration nach einer Brownschen Bewegung

Eine Kurve C sei mit kontinuierlich verteilter Masse belegt,
und es sei p(x) die lineare Dichte (Masse pro Langeneinheit)
im Punkt x € C.

Die Gesamtmasse M und der Schwerpunkt S dieser
Massenbelegung von C sind durch die RS-Integrale

/\/l:/cp(x) ds, S= %/Cxp(x)ds

gegeben.

Harald Vybiral Riemann-Stieltjes-Integral
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Anwendungen Integration nach einer Brownschen Bewegung

Darstellungsatz von Riesz

Satz:
Sei T € C'[a, b]. Dann existiert ein a € BV[a, b] mit

T(f) = Tu(f):= /bf da

fir alle f € C[a, b]. AuBerdem kann « so gewahlt werden, dass
V() = || T|| und a(a) = 0.

Bemerkung: C'[a, b] ist die Menge aller linearen,
beschrankten Abbildungen T : Cla, b] — R.

Harald Vybiral Riemann-Stieltjes-Integral
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Anwendungen Integration nach einer Brownschen Bewegung

Wahrscheinlichkeitstheorie

Sei (2, A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (€', A’) ein
Messraum.

» Jede messbare Funktion X : (Q, A) — (', A) heiBt
Zufallsvariable.

» Als Verteilung von X bezeichnet man das BildmaB
P:= WX := WX *A) AcA.

Damit wird (€', A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
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Wakhrscheinlichkeitstheorie
Anwendungen Integration nach einer Brownschen Bewegung

Wir bezeichnen

EgoX::/gonW: g dP,
Q Q

mit g : (', A') — (R, B) und g meBbar, als Erwartungswert
von g o X.
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Wakhrscheinlichkeitstheorie
Anwendungen Integration nach einer Brownschen Bewegung

Mit g := idr erhalten wir den Erwartungswert von X.
EidRoX::/X dW.
Q
Ist F die Verteilungsfunktion von X so kann man den

Erwartungswert von X auch als Lebesque-Stieltjes-Integral
darstellen.

EidRoX::/xdF
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Integration nach einer Brownschen Bewegung

In der Finanzmathematik ist das Integrieren nach einer
Brownschen Bewegung von groBer Bedeutung.

Definition:
Jede Zufallsvariable Z; heiBt stochastisches Integral, falls:

t t
Z; = / XdB = / XsdBs
0 0

fir geeignete reelle stochastische Prozesse (X;):>o beziiglich
einer reellen normalen Brownschen Bewegung.
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Satz:

Fast sicher jeder Pfad einer d-dimensionalen Brownschen

Bewegung ist auf jedem Intervall [s,t] mit 0 < s < t < oo von
unbeschrankter Variation.
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Das mit dB; behaftete Integral erscheint auf den ersten Blick
sinnlos, jedoch gelang es dem japanischen Mathematiker
KryoscHI ITO das stochastische Integral sinnvoll zu
definieren.

Man versucht ein Integral Z; fiir t > 0 als geeigneten
Grenzwert von Summen der Form

Sz:=Y X (By — By)
j=1

zu definieren, wobei 0 = th < t; < ... < t, = t eine
Unterteilung von [0, t] ist und 7; € [tj_1, t;].
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» Definition des stochastischen Integrals durch den
L2-Limes von S fiir |Z| — 0.

» Die Auswahl der Zwischenpunkte 7; ist wesentlich.

> Itd-Integral [ XdB wird stets 7; = t;_; gewahlt.
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