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1 Einleitung

Ich mochte in dieser Arbeit einen kleinen Einblick in das Gebiet der Extrem-
werttheorie geben und werde mich dabei im Wesentlichen an das gleichnamige
Kapitel aus dem Buch ”Quantitative Risk Management” von McNeil, Frey
und Embrechts halten.

In weiten Teilen der Arbeit werden Folgen von unabhéngigen identisch ver-
teilten Zufallsvariablen behandelt, die fiir finanzielle Verluste, wie etwa be-
triebswirtschaftliche Verluste, Versicherungsverluste oder Verluste aus einem
Kreditportfolio stehen. Spéter werden wir jedoch auch abhéngige streng sta-
tiondre Zeitreihen, die zum Beispiel fiir ein Portfolio von Investitionen stehen
konnen, betrachten.

Wie der Name der Seminararbeit bereits sagt, sind fiir uns besonders ho-
he Werte interessant. Im folgenden Kapitel werden wir die Block-Maxima
Methode betrachten, deren Ziel es ist, das Maximum der Verluste aufgrund
einer hohen Anzahl von Daten zu modellieren. Eine wesentliche Rolle werden
hierbei die verallgemeinerten Extremwertverteilungen spielen.

Das darauffolgende Kapitel " Threshold Exceedances” beschéftigt sich mit
Uberschreitungen einer hohe Schranke und der Verteilung der Verluste iiber
dieser Schranke. Auch der Tail einer Verteilung und somit die Hill-Methode
werden in diesem Kapitel behandelt.

Die im letzten Kapitel vorgestellten Modelle stiitzen sich auf Z&hlprozesse.
Hier spielt nicht mehr wie zuvor nur die Hohe der Uberschreitung, sondern
auch der Zeitpunkt und somit die Haufigkeit einer Uberschreitung eine wich-
tige Rolle.



2 Die Block-Maxima Methode

2.1 Motivation

Wir wollen an dieser Stelle den sehr bekannten Zentralen Grenzverteilungs-
satz betrachten, der zur Wiederholung wie folgt lautet.

Seien unabhéngige identisch verteilte stochastische Groflen Xy, Xo, ..., X,
mit Var(X;) < oo Vi € N gegeben, so gilt

lim P S — nB(X) <z|=9®(x), VreR
n—00 nVar(X)

mit S, = X + -+ X,,.

Man kann erkennen, dass die Verteilung der normalisierten Summe dieser
stochastischen Groflien gegen die bekannte Standardnormalverteilung kon-
vergiert.

Nun stellt sich die Frage, ob sich dhnliche Aussagen auch fiir normalisierte
Block-Maxima M,, = max(Xj, ..., X,) titigen lassen.

2.2 Der maximale Anziehungsbereich

Da M, der n-ten Ordnungstatistik entspricht, erhdlt man fiir n unabhéngige
identisch verteile Zufallsgréfien folgende Aussage iiber das Maximum:

P(M, <z)=P(X; <z,... X, <z)=][][P(X;<z)=F'(a).
i=1
Wir nehmen nun an die Verteilungsfunktion von M,, konvergiere bei ange-
messener Normalisierung gegen eine nicht-degenerierte Verteilungsfunktion
H(x). Das heif}t, es existieren reele Folgen (d,,) und (¢,) > 0, sodass folgende
Aussage gilt:

M. —
lim P (n—dn < m) = lim F"(c,x + d,) = H(x),
Cn

n—oo n—oo

wobei H(x) eine nicht-degenerierte Verteilungsfunktion ist, das heifit H(x)
erfiillt

H’(Jl:)—{o7 $<IL’*’ " =sup{x: F(z) <1} € RU{o0}



Gibt es ein H(x), sodass diese Gleichung erfiillt ist, so sagt man, dass F
im maximalen Anziehungsbereich von H (maximum domain of attraction)
liegt, und man schreibt F € MDA(H).

2.3 Verallgemeinerte Extremwertverteilung

Das Theorem von Fisher-Tippett und Gnedenko besagt, dass
aus F' € MDA(H) folgt, dass H(x) eine verallgemeinerte Extremwertvertei-
lung (generalized extreme value (GEV) distribution)ist.

Die Verteilungsfunktion einer verallgemeinerten Extremwertverteilung ist ge-
geben durch:

He(e) = { (04670, €20
¢ exp(_eix)a §=0
fir 1 + &z > 0.

Man kann aus Hy, , o := H¢(**) leicht eine drei-parametrige Familie gewin-
nen, wobei 1 € R der Lageparameter, ¢ > 0 der Skalierungsparameter und
¢ der Formparameter genannt wird.

Abhéngig von & gibt es drei Typen von Extremwertverteilungen:
e Wenn £ > 0, dann handelt es sich um eine Frechetverteilung.
e Wenn ¢ = 0, dann handelt es sich um eine Gumbelverteilung.
e Wenn ¢ < 0, dann handelt es sich um eine Weibullverteilung.

Hier sei zu bemerken, dass die Extremwertverteilung fiir ein festes x von
beiden Seiten stetig beziiglich ¢ ist (d.h. %ir% H¢(z) = Ho(z)).

Die Weibullverteilung ist die einzige der drei Verteilungen, fiir die xz endlich
ist.

Wenn die Verteilung des normalisierten Maximums konvergiert, dann ist der
Typ der Grenzverteilung eindeutig bestimmt.

Die Lage- und Skalierungsparamter der Grenzfunktion hédngen jedoch von
den exakten Folgen ¢, und d, ab. Man kann die Folgen immer so wéhlen,
dass die Grenzverteilung die Stammform H, besitzt.



Hierzu will ich zwei Beispiele angeben.

1. Exponentialverteilung:

F(z) =1—exp(—=fz), >0,z2>0 cn:%,%;ﬂn<ﬁ>
= "(cpr +d,) = (1 — %exp(—x))n, x> —1In(n)

= lim F"(c,z +d,) =exp(—e®), xz€R

n—oo

= F € MDA(H,)

2. Paretoverteilung:

n—oo

= lim F"(c,z + d,) = exp (— <1+ £>_a) , 1+2>0
o a

= F € MDA(H.)

2.4 Minima

Will man nun auch iiber die Verteilung des Minimums einer Folge unabhingiger
identisch verteilter stochastischer Groflen Aussagen téatigen, so greift man auf
das Maximum zuriick, indem man folgende Identitit verwendet:

min(Xy,...,X,) = —max(—Xi,...,—X,).

Wir schreiben F = 1—F (—x), fiir die Verteilungsfunktion der stochastischen
GroBen — Xy, ..., —X,.
Wenn nun F' € MDA(H,) erfiillt ist, folgt daraus:



n—00 Cn,

—X1,...,—X,) —d,
lim P (max( LARR ) < a:) = H¢(z).
Daraus erhélt man weiters durch Umformungen:

in(Xq,..., X d
(mln( 15 ) N) + n S x) — 1 —HE(—ZU),

Cn

lim P

n—oo

woraus man erkennt, dass das normalisierte Minimum die Grenzfunktion
1 — H¢(—x) besitzt.

Im symmetrischen Fall F(z) = F(z) erkennt man leicht, dass wenn H der
Typ der Grenzverteilung fiirs Maximum ist, daraus folgt, dass 1 — H¢(—x)
der Typ der Grenzverteilung des Minimums ist.

Es ist nun natiirlich sehr interessant, ob sich irgendwelche Aussagen tétigen
lassen, ob eine Funktion im maximalen Anziehungsbereich einer Extremwert-
verteilung liegt.

2.5 Einteilung in die maximalen Anziehungsbereiche

Im Wesentlichen sind alle bekannten stetigen Verteilungen in M DA(Hy) fir
einen gewissen Wert &.

Um nun erkennen zu kénnen, um welchen Typ es sich handelt, braucht man
vorerst noch die Definition der langsamen Variation.

Eine positive, Lebesque-messbare Funktion L(z) auf (0, 00) variiert langsam
an oo, wenn gilt:
L(tx)
I
2+ L(x)

Nun konnen wir Aussagen iiber die einzelnen Félle treffen.

=1, vVt >0

e Frechetverteilung (€ > 0):
Die Frechet-Klasse liasst sich folgendermaflen charakterisieren:
F e MDA(H,) & 1 — F(z) = 2 £ L(x),
wobei L(z) eine Funktion ist, die langsam an oo variiert.

Diese Verteilungen, die im maximalen Anziehungsbereich einer Frechet-
Verteilung liegen, sind die in der Extremwerttheorie am meist unter-
suchten.



Sie sind besonders interessant fiir finanzielle Anwendungen, da sie ”heavy-
tailed” sind und unendliche hohere Momente besitzten (d.h. E(X*) =
oo Vk > % fiir eine nicht-negative Zufallsvariable X, deren Vertei-
lungsfunktion in M DA(H¢) mit £ > 0 liegt).

Zu ihnen gehoren unter anderem die Pareto-, die Burr- und die Student-
Verteilung.

Gumbelverteilung (£ = 0):

In diesem Fall ist eine Charakterisierung der Verteilungen, die in dem
maximalen Anziehunggsbereich einer Gumbel-Verteilung liegen, leider
nicht so einfach wie im Fall der Frechetverteilung.

Man kann sagen, dass die Verteilungenfunktionen dieser Klasse im We-
sentlichen Tails besitzen, die exponential fallen.

Hierzu gehoren zum Beispiel die Exponentialverteilung selbst, sowie die
Normal- oder die Lognormalverteilung.

Eine positive Zufallsvariable, dessen Verteilungsfunktion in M DA(H,)
liegt, hat endliche Momente positiver Ordnung (d.h. E(X*) < 0o Vk >
0).

Wie schon erwéhnt, sind die Verteilungen der Frechet-Klasse am in-
teressantesten fiir Finanz-Modelle, jedoch auch die Gumbel-Klasse ist
oft von Interesse, da sie einige Verteilungen beinhaltet, die um einges
schwerere Enden als die Normalverteilung besitzen.

Weibullverteilung(¢ < 0):

Diese Klasse ist die wohl unwichtigste aller drei im Bezug auf finanzielle
Modellierungen, da die Verteilungen dieser Klasse endliche Endpunkte
haben (d.h. zp < 00).

In der Praxis sind zwar alle méglichen Finanz- und Versichernugsver-
luste beschriankt, doch bei Modellierungen geht man lieber von unbe-
schréankten Verlusten aus.

Ahnlich wie im Frechet-Fall kann man auch die Verteilungen der Weibull-
Klasse leicht charakterisieren:

F € MDA(H) < zp < 0o Al — Flap — 27') = 2% L(x),
wobei L(z) eine Funktion ist, die langsam an oo variiert.

Zu dieser Klasse gehoren zum Beispiel die stetige Gleichverteilung und
die Betaverteilung.



2.6 Maxima von strikt stationiren stochastischen Pro-
zessen

Bis jetzt haben wir die Maxima von unabéngigen identisch verteilten stoch-
satischen Groflen betrachtet. Wir wollen nun jedoch auch kurz die Theorie
der Maxima von strikt stationéren stochastischen Prozessen behandeln.

Ein stochastischer Prozess ist strikt stationédr, wenn die gemeinsame Vertei-
lung von (Y, 4, ..., Ys,+k) fiir alle k € Z unabhéngig von k ist.

Sei (X;)iez ein strikt stationérer stochastischer Prozess mit stationérer Ver-
teilung F und (X;);en ein unabhiingiger identisch verteilter Prozess mit der
selben Verteilungsfunktion F', und weiters seien M,, = max(Xy,...,X,) so-
wie M,, = max(Xy, ..., X,) wie gewohnt die Block-Maxima des urspriinglichen
und des unabhéngig identisch verteilten stochastischen Prozesses, dann kann

fiir viele Prozesse gezeigt werden, dass es eine reele Zahl 6 € (0, 1] gibt, sodass

M. —
lim P (n—dn < ZL‘) = H¢(x)

n— o0 Cp,

genau dann, wenn

M, —d,
lim P (— < x) = Hg(x).
n—0o0 Cn
Wir nennnen 6 den Extremal-Index des Prozesses.

Man kann leicht nachweisen, dass H g (x) vom selben Verteilungstyp wie He(x)
ist, und sie daher den selben Formparamter £ besitzt, sich jedoch durch den
Skalierungs- oder Lageparamter unterscheiden kann.

Nicht jeder strikt stationére stochastischer Prozess hat einen Extremal-Index,
aber fiir diese, die fiir finanzielle Modelle interessant sind, existiert der Extremal-
Index in der Regel.

2.7 Die Block-Maxima Methode

Nun wollen wir die bisher vorgestellten Erkenntnisse verwenden, um auf
Grund von Daten die Verteilung des Maximums zu schétzen.

Seien die Daten von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit
der Verteilungsfunktion F', von der wir annehmen, dass sie fiir ein ¢ im ma-
ximalen Anziehungsbereich von H, liegt, so kann nun laut Theorie die Ver-
teilung eines n-Block-Maximums M,, bei grofl genug gewéhltem n durch eine
drei-parametrige Extremwertverteilung He ,, , approximiert werden.
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Wir teilen die Daten in m Blocke der Grofle n, was besonders Sinn macht,
wenn die Daten auf ,natiirliche Weise* geblockt werden (z.B. das Maximum
taglicher finanzieller Verluste iiber ein Jahr hinweg gesehen).

Wir bezeichnen das Block-Maximum des j-ten Blocks mit M,,; und erhalten
somit unsere Daten M, ..., M.

Die Verteilung kann nun aus den Daten auf verschiedene Weise gewonnen
werden, wobei wir nun die Maximum-Likelihood-Methode etwas genauer be-
trachten wollen.

Unter Verwendung der Dichte einer Extremwertverteilung:

11

1
1 T— -3 - e

(fiir & = 0 ist hier der Grenzwert zu verwenden), erhdlt man leicht die loga-
rithmierte Likelihoodfunktion:

(& 11,03 My, .o M) = > Inhe py o(M,)
=1

Pt

— —mlno— (1—1—%);111 (1+§@> = (Hg@)

=1

Die Parameter erhélt man nun durch Maximierung dieser Funktion. Man
darf jedoch nicht auf die beiden durch die Defintionen bestimmten Ein-
schrankungen o > 0 und 1+ &(M,,; — p)/o > 0 Vi vergessen.

Hier ist noch wichtig zu erwéhnen, dass die Wahl von m und somit auch
indirekt die von n nicht uninteressant ist.

Umso grofler n ist, desto besser ist die Approximation des Maximums durch
eine Extremwertverteilung.

Jedoch umso gréfler m ist, desto mehr Daten erhélt man fiir den Maximum-
Likelihood-Schétzer, der asymptotisch optimal ist(konsistent).

Weiters sind hier noch zwei wichtige Kennzahlen zu erwéhnen.

e Angenommen H sei die wahre Verteilungsfunktion der Verteilung des
n-Block-Maximums, dann ist das Return-Level durch ry . = ¢,_1(H)
gegeben.



e Angenommen H sei die wahre Verteilungsfunktion der Verteilung des
n-Block-Maximums, dann ist die Return-Period des Ereignisses {M,, >
u} durch k, , = ﬁ gegeben.

3 Threshold Exceedances

Die in Kapitel 2 vorgestellte Block-Maxima Methode hat den Nachteil, dass
man fiir sie ziemlich viele Daten bendotigt.

In diesem Kapitel wollen wir nun Methoden vorstellen, fiir die man nur Daten,
die {iber einer bestimmten festgelegten hohen Schranke liegen, benétigt.

3.1 Excess-Verteilung

Sei X eine stochastische Grofle mit Verteilungsfunktion F', dann ist die
Excess-Verteilung iiber einen Schwellwert u gegeben durch:

F(z+u)— F(u)

F(x)=P(X —u<z| X >u)= = F(0) ,

0<zr<zp—u.

F,(z) beschreibt die Verteilung um wieviel die Schranke u iibertroffen wird,
unter der Bedingung, dass sie iiberhaupt iibertroffen wird.

Weiters brauchen wir in Folge die Definition der Mean-Excess-Funktion. Die-
se ist fiir eine stochastische Grofle X folgendermaflen definiert:

e(u) =E(X —u| X > u).
Sie beschreibt den Mittelwert von F,(z), und ist eine von u abhéngige Funk-

tion.

3.2 Verallgemeinerte Paretoverteilung

So wie bei der Methode der Block-Maxima, gibt es auch in diesem Kapitel
eine sehr wichtige Verteilungsfamilie.

Es handelt sich um die verallgemeinerte Paretoverteilung, deren Verteilung-
funktion wie folgt definiert ist:

Ji-Qre/pT), €40
Gesl) = {1 —exp(-xz/f),  £=0

fir #>0und z >0 wenn £ >0 und 0 <z < —F/& wenn £ < 0.

10



Auch hier wird ¢ der Formparameter sowie 3 der Skalierungsparameter ge-
nannt.

Es gibt wiederum abhéngig von £ drei Typen von Paretoverteilungen:

e Wenn ¢ > 0, dann handelt es sich um eine, wie bereits im 2. Kapitel
vorgestellt, gewohnliche Paretoverteilung mit den Parametern o = %

und Kk = %

e Wenn ¢ = 0, dann handelt es sich um eine Exponentialverteilung.

e Wenn ¢ < 0, dann handelt is sich um eine Typ II Paretoverteilung.

Die Stetigkeit beziiglich £ ist auch fiir die verallgemeinerte Paretoverteilung
gegeben (d.h. ?H(l) Ge 5(x) = Go,g(x)).

Weiters erhalten wir, dass G¢ g € M DA(H¢) fiir alle £ € R und, dass E(X) =

8
m fur§< 1.

3.3 Das Theorem von Pickhands-Balkema-de Haan

Dieses Theorem stellt nun einen Zusammenhang zwischen der Excess-Verteilung
und der verallgemeinerten Paretoverteilunug dar, denn es lautet wie folgt.

Man kann eine postive, messbare Funktion $(u) finden, sodass

lim  sup |F,(z) — G pu(z)| =0

U—TF 0<z<zp—u

genau dann, wenn F' € M DA(H,), mit { € R.

Das heiflt, dass wenn die Verteilung eines normalisierten Maximums gegen
eine verallgemeinerte Extremwertverteilung konvergiert, so konvergiert die
Excess-Verteilung gegen eine verallgemeinerte Paretoverteilung, wenn die
Schranke immer héher wird. Die verallgemeinerte Extremwertverteilung und
die verallgemeinerte Paretoverteilung besitzten den selben Formparameter &.

Wie bereits im 2. Kapitel erwahnt, sind fast alle bekannten stetigen Ver-
teilungen im maximalen Anziehungsbereich einer verallgemeinerten Extrem-
wertverteilung fiir ein bestimmtes &, weshalb man sagen kann, dass es Sinn
macht, die Verteilungen von Verlusten iiber einem hohen Grenzwert durch
verallgemeinerte Paretoverteilungen zu modellieren.

11



3.4 Modellierungen

Wir wollen nun fiir diesen Abschnitt auf Grund der gerade gezeigten Kon-
vergenz folgende Annahme treffen.

Sei F' eine Verlustfunktion mit rechtem Endpunkt zp, dann gilt F,(z) =
Gepx)fir 0 <z <zp—u, { €Rund 3> 0.

Man darf hier nicht vergessen, dass es sich nur um eine Annahme handelt,
da in der Praxis nie exakte Gleichheit erlangen wird.

e Maximum-Likelihood-Methode:

Hat man nun n unabhéngige Verlustdaten von F' gegeben, so beschreibt
die Zufallszahl N, die Anzahl derer, die die Schranke u iiberschritten
haben. B B

Man betrachtet jetzt nur mehr diese Daten Xj,..., Xy, und erhélt
daraus die Hohe des Verlustes iiber der Schranke Y; = X; — u.

Nun wollen wir wieder die Maximum-Likelihood-Methode anwenden
um die Parameter der GPD zu schétzen:

Unter Verwendung der Dichte einer verallgemeinerten Paretoverteilung:

—(1+¢)
Je,p =1 (1 + %) 5

erhélt man leicht die logarithmierte Likelihoodfunktion:

Ny,
i=1

1) o Y
—N,Injg — (HE) ;m (1+55>’

welche nun unter den Bedingungen § > 0 und 1 + & % > (0 maximiert
werden muss.

e Uberschreitung einer hoheren Schranke:

Gehen wir weiter von der Annahme F,(x) = G¢ g(x) aus, so folgt fiir
eine hohere Schranke v > u, dass F,(x) = Ge¢ gyew—u)(T).

12



Hierzu mochte ich den Beweis anfiihren:

_ Flv+x)—F(v) Fv+ax)

h@) =1-—=—py =~ Fw
:F(u+(zj+x—u))i F(u) :Fugx+v—u)
F(u) F(u+ (v—u)) Fu(v—u)

:é&ﬂ(z_"?)—u)_ 1+€I+UT_U —%
Ge p(v —u) I

=
=

=(5;ﬁ(§(jf;>“))_ :<21§3:Z§+6+$—u>)_

o=

= (1 + Btéw—nu) ;5 — U)) = G pre(v—u)(7)

Man sieht, dass die Excess-Funktion einer hoheren Schranke eine ver-
allgemeinerte Paretoverteilung mit dem selben Formparamter & bleibt,
jedoch der Skalierunsparamter ( linear ansteigt.

Weiters erhidlt man daraus und aus den bereits bekannten Definitionen
die Mean-Excess-Funktion der hoheren Schranke fiir £ < 1:

IR Gl B U ek 3

e(v) ¢ T et1 ¢

e Modellierung des Tails einer Verteilung:

Wir wollen nun auf bereits Gezeigtes zuriickgreifen um F(z) fiir > u
zu erhalten.
Unter Beibehaltung unserer Annahme erhalten wir:

F(z) = P(X >u)P(X > z| X > u)

=Fu)P(X —u>x—ulX >u)

=

- PRt = £ (1+625%)

13



Fir ein a > F(u) erhalten wir den Value at Risk (VaR) und den
Expected Shortfall (ES):

VaRe = qo(F) = u + ? ((1}{5)_5 . 1)

1 ! VaR, [ —¢&u
ESa—l_aAq$(F)dx— 1_5—1- —¢°

woraus sich folgene Aussage tétigen lésst:

. ES, (1-¢71 €20
lim =
a—1 VCLRa 17 g: 0.

In der Praxis geht man nun so vor, dass F'(u) durch &+ geschéitzt wird

und die Parameter § und § durch die Maximum-Likelihood-Schétzer f
und [ ersetzt werden. B
Man erhélt somit einen Schétzer fiir F'(z):

N, T — U -1/
0 =3 (1+657)

Fira>1- % erhalt man so auch Punktschétzer fiir VaR, und ES,,.

My

Man muss hier natiirlich annehmen, dass man geniigend Daten hat, die
iiber der Schranke liegen, damit die Schétzer einen Sinn machen.

Die Hill-Methode:

Die GPD-Methode ist nicht die einzige Methode, um den Tail einer
Verteilung zu schétzen.

Man verwendet die Hill-Methode um die Tails einer heavy-tailed Ver-
teilung zu schétzen.

Fiir diese Methode nehmen wir an, dass die Verteilung im maximalen
Anziehungsbereich einer Frechetverteilung liegt.
Laut Kapitel 2 heifit das nichts anderes als

wobei L(x) langsam varriert.

14



Bei der Hill-Methode ist man mehr am positiven Parameter « als an &
interessiert und versucht diesen anhand von Daten zu schétzen.

Es gibt dazu mehrere Wege, wir verwenden jedoch die Mean-Excess
Funktion der logarithmierten Daten:

e*(lnu) =E(In(X) — In(u)| In(X) > In(u))

_ ! Oon:(:—nu le OOF(x)x
=i | W) =) dre) = g [ 2

1

= h )z~ Dy
P ), Mo

Bei grofl genug gewéhltem u, kann L(z) fiir > w als Konstante behan-
delt werden, daher aus dem Integral herausgezogen werden und man
erhélt so aus dem Theorem von Karamata fiir u — oo:
L —a,—1
e*(lnu) ~ —(u)_u = - a™,

und somit lim ae*(lnwu) = 1.

uU—00

Nun brauchen wir noch einen Schétzer fiir die Mean-Excess-Funktion,
der folgendermaflen gegeben ist:

Z?:l (Xi — U)H{Xi>“}
Z?:l ]I{X¢>U}

en(u) =

Ordnet man nun die Daten X,,, < --- < X, so erhdlt man durch
e (In X}.,,) ~ a~! fiir grofes n und k ausreichend klein und den gerade
vorgestellten Schétzer einen Schétzer fir «:

k—1

der durch eine kleine Uméanderung zum Hill-Schétzer wird:

k -1
1
@lg{z) - (E Zln(ijn) - ln(Xk,n>> , 2<k<n.
j=1

15



Der Hill-Schétzer ist einer der am meist untersuchten Schatzer in der
Extremwerttheorie. Die asymptotischen Eigenschaften wurden intesivst
beobachtet.

In der Praxis wird meist so vorgegangen, dass man den Hill-Schétzer fiir
verschiedene Werte k aufzeichnet und somit den Hill-Plot {(k, &;ﬁl)
k=2,...,n} erhilt.

Man versucht in diesem Plot eine stabile Region zu finden, in der die

Schétzer von verschiedenen Ordnugnsstatistiken recht @hnlich sind.

Man darf jedoch nicht vergessen, dass man davon ausgeht, dass die
Daten von Verteilungsfunktionen mit einer regulér veréinderlichen Tails
stammen. Ist dies nicht der Fall, so macht der Hill-Schétzer keinen Sinn.

Nun wollen wir einen Schétzer fiir F'(z) mittels des Hill-Schétzers er-
langen.

Dazu nehmen wir an, dass F(z) = Cz™®, x > u > 0, fiir eine hohe
Schranke u, was bedeutet, dass die langsam variierende Funktion L(z)
durch eine Konstante C fiir grofles = ersetzt wird.

a wird durch den Hill-Schétzer ersetzt und die Schranke v wird durch
Xpn ersetzt.

Es verbleibt noch C' zu schétzen, welches wir wie folgt ausdriicken
konnen: C' = u®F (u).

Ersetzt man nun noch F'(u) durch %, so erhélt man die Standardform
des Hill-Tail-Schétzers:

2 ko oz \ %

4 Ziahlprozess-Modelle

Bis jetzt haben wir die Hohe des Verlustes iiber einer bestimmten Schranke
betrachtet.

Nun wollen wir in diesem Kapitel die Uberschreitung der Schranke als Ereig-
nis in der Zeit betrachten und Zahlprozesse niitzen, um die Haufigkeit dieses
Ereignisses zu modellieren.
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4.1 TUberschreitungen einer Schranke bei weilem Rau-
schen

Wir nehmen nun an, dass ein striktes weifies Rauschen (¢;) ~ I[1D(0?) finan-
zielle Verluste darstellt.

Man nennt einen stochastischen Prozess (¢;) ein weifles Rauschen, wenn
o E(¢) =0,
e E(e?) < oo und
o E(eiper) =0 VE#0

fiir alle t erfiillt ist, wobei wir hier zusétzlich die Unabhéngigkeit und die
identische Verteilung voraussetzen.

Wir machen nun die folgenden Beobachtungen zwar fiir unabhéngig iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen, sie lassen sich jedoch auch auf Prozesse mit
Extremal-Index § = 1 anwenden.

Im Folgenden nehmen wir an, dass die Verlustfunktion im maximalen Anzie-
hungsbereich einer verallgemeinerten Extremwertverteilung liegt.
Wendet man auf die Gleichung

lim F"(c,x + d,) = He(x)

n—oo

den natiirlichen Logarithmus an, so erhéalt man

limnln(l — F(c,z +d,)) = In He(x),
wodurch man weiters unter Verwendung der Beziehung In(1 — y) ~ —y fiir
y — 0 die Gleichung

lim nF(c,z + d,)) = — In He(x)

n—oo
fiir ein fixes z erhalt.

Weiters definieren wir uns w,(z) := ¢,z + d,, und fassen diese als eine Folge
von Schranken auf.

Die Anzahl von n Verlusten X, ..., X, die die Schranke u,, () iiberschreiten,
ist nun binomialverteilt, N, ) ~ B(n, F'(u,(z))), mit Mittelwert nF (u,(z)).

Auf Grund des Zusammenhangs zwischen Binomialverteilung und Poisson-
verteilung folgt daraus, dass fiir n — 0o Ny, (») gegen eine Poissonverteilung
mit Mittelwert A(z) = —In H¢(x) konvergiert, abhéngig vom fixierten .
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Fiir eine Folge von Zufallszahlen oder Zufallsvektoren Y7,... Y, in einem
Zustandsraum X (zum Beispiel R oder R?) und fiir jede Teilmenge A C X
nennen wir

N(A) = Tyien
i=1
einen Zahlprozess, der die Anzahl der Zufallszahlen Y;, die in der Menge A
enthalten sind, z&hlt.

Ein Zahlprozess N(-) wird ein Poissonzdhlprozess auf X mit Mittelwertfunk-
tion A genannt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

e Fiir A C X und alle & > 0 gilt:

—AA)AA)E A
P(N(A) =k)=1{° CEEEE
0, A = 0.
e Fiir alle m > 1 und fiir alle paarweise disjunkten Mengen A, ..., A,, C

X sind die Zufallszahlen N(A4,),..., N(A,,) unabhéngig.

Fiir einen Poissonprozess N (-) gilt, dass E(N(A)) = A(A).
Weiters ist die so genannte Intensitdt A(z) nicht ohne Bedeutung, da fir sie
gilt, dass [, A(z) dz = A(A).

Wir wollen nun wieder das strikte weile Rauschen (X;);en und die dazu-
gehorige Folge von Schranken w,(x) = ¢,z + d,, fiir ein fixes x betrachten.
Sei Y; , = (%) L x,5un(2)y filr 1 <4 < n, so erkennt man, dass Y ,, entweder
die "normierte Zeit” oder Null zuriickgibt.

Der Zihlprozess N(-), der die Uberschreitungen iiber die Schranke u,, () in

einem normierten Zeitraum zahlt, ist fir den Zustandsraum X = (0, 1] durch

Nn(A) = Z ]I{Yi,nGA}
=1

fiir alle A C X gegeben.

Man erhélt somit eine Folge von Zahlprozessen, fiir die man zeigen kann, dass
sie fiir n — oo in der Verteilung gegen einen Poissonprozess N (-) kovergiert,
dessen Mittelwertfunktion durch A(A) = (to—t1)A(z) fir A = (¢1, t2) gegeben
ist, wobei A(x) = —In He(z).

Es handelt sich somit um einen homogenen Poissonprozess.

Dies fithrt uns zu folgender Aussage:

E(Nn(A)) = E(N(A)) = A(A) = (t2 — t)A(2).
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4.2 Das POT (Peaks-Over-Threshold) Modell

Die gerade im vorherigen Abschnitt vorgestellte Theorie kombiniert mit der
Theorie aus dem 3. Kapitel fiihrt uns zu einem asymptotischen Modell fiir
Grenziiberschreitungen von Daten aus identisch unabhéngig verteilten sto-
chastischen Groflen oder aus stochastischen Prozessen mit Extremal-Index
0=1.

Das POT-Modell macht folgende Annahmen:
e Uberschreitungen folgen in der Zeit einem homogenen Poissonprozess.

e Die Hohe der Uberschreitungen iiber eine Schranke sind unabhéngig so-
wie identisch verteilt und sie sind unabhéngig von den Uberschreitungszeiten.

e Die Verteilung der Hohe der Uberschreitung ist eine verallgemeinerte
Paretoverteilung.

Es gibt mehrere alternative Wege das Modell zu beschreiben, wie zum Bei-
spiel durch den zwei-dimensionalen Poissonprozess, bei dem die Punkte (¢, x)
fiir Zeitpunkt und Hohe der Grenziiberschreitung stehen.

Wir nehmen an X7, ..., X, seien Zufallsvariablen, die einen Verlust beschrei-
ben und u sei eine festgesetzte hohe Schranke.

Weiters nehmen wir an, dass der auf dem Zustandsraum X = (0, 1] x (u, 00)
definierte Zahlprozess N(A) = " | T (i, X)eA) ein Poissonprozess ist, dessen

Intesitat durch )
1 — 3
Aty ) = - (1+§“’ “)
g g

fiir (1 +¢& %) > 0, und A(¢, ) = 0 sonst, gegeben ist.

-1

Man beachte, dass die Intensitidt nur von x aber nicht von ¢ abhéngig ist und,
dass der zwei-dimensionale Poissonprozess nicht homogen ist.

Wir vereinfachen daher die Schreibweise der Intensitit zu A(z) := A(¢, z) und
erhalten somit fiir die Menge A = (t1,t3) X (r,00) C X die Mittelwertfunk-
tion:

A(A):/tQ/wA(y)dydt:—(tz—tl)mHg,u,a(m).

Es folgt daraus, dass fiir ein x > u der implizierte ein-dimensionale Pro-
zess von Uberschreitungen der Schranke x ein homogener Poissonprozess mit
Intensitét 7(z) := —In He, ,, »(z) ist.

19



Die Wahrscheinlichkeit des Tails einer Excess-Funktion F,(z) kann als Quo-
tient der Intensitdten von v+ z und = angesehen werden, was uns zu bereits
Bekanntem fiihrt:

mit dem Skalierungsparameter 3 = o + {(u — p).

Es sei auch anzumerken, dass dieses Modell auch das aus dem 2.Kapitel
bekannte Modell fiir Maxima impliziert.

Man betrachte das Ereignis {M,, < z} fiir ein = > u, das bedeutet, dass in
der gesamten Zeit kein Wert iiber z eintritt und somit der Zahlprozess gleich
Null fiir die Menge A = (0, 1] x (x, 00) ist.

Wendet man dies nun an, so sieht man den Zusammenhang zu Kapitel 2:
P(M, < x) = P(N(A) = 0) = exp(=A(A)) = He, ., 0(7)

fir z > wu.

4.3 Self-Exciting Prozesse

Bisher hatten wir homogene Poissonprozesse um die Eintrittszeiten von Le-
veliiberschreitungen zu modellieren, jetzt wollen wir self-exciting Zahlprozesse
betrachten.

In diesen Modellen kann eine kiirzlich eingetretene Serie von Uberschreitungen
das Risiko einer neuerlichen Uberschreitung erhohen.

Die Hauptanwendung dieser Modelle findet traditionell bei der Modellierung
von Erdbeben und deren Nachbeben statt, sie scheinen jedoch auch zur Mo-
dellierung von Einbriichen auf den Finanzmérkten niitzlich zu sein.

Deshalb méchte ich noch iiber dieses Modell einen kleinen Uberblick geben.

Wie iiblich haben wir die Daten Xi,..., X,, und eine Schranke u gegeben,
wobei die Zufallsvariable N, die Anzahl der Uberschreitungen beschreibt.
Von jetzt an wollen wir die Zeit der Uberschreitung in der natiirlichen Ska-
lierung anfiihren und schreiben die Daten {(i, X;) : 1 <i <n, X; > u} in
{(T;,X;) : j=1,...,N,} um. )

Die Zufallszahl Y; = ill;x,~,) gibt den Zeitpunkt der Uberschreitung zuriick,
sofern sie iiberhaupt stattfindet.

Der Zihlprozess der Uberschreitungen N(-) mit dem Zustandsraum X =
(0,7n] ist durch N(A) = >"" | Iry;eay fiir ein A C X gegeben.
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Wir nehmen an, der Zahlprozess N(-) sei ein self-exciting Prozess mit be-
dingter Intensitét

N =T+¢ Y h(t =T, X, —u)
7:0<T;<t
wobei 7 > 0, ¢ > 0 und h eine positive Funktion ist.

Jede vorherige Uberschreitung (T}, X;) spielt in die bedingte Dichte mit ein,
einerseits spielt die Zeit wie lange die Uberschreitung her ist (t — Tj), ande-
rerseits die Hohe der Uberschreitung (X; — u) hier mit ein.

Nun méchte ich noch zwei Beispiele fiir die positive Funktion h geben:
o h(s,z) = e mit §,v > 0, oder

e h(s,x) = el (s+4)"P+D mit 6,7, p > 0.
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