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1 Einleitung

Nutzenfunktionen werden in vielene Bereichen der Wirtschaft verwendet um
Zahlungsstrome aus Sicht der Martteilnehmer denen sie zu Gute kommen zu
vergleichen. Dabei wird einer gegebenen Auszahlung ein Nutzen zugeordnet.

In der Volkswirtschaftslehre wird oftmals davon ausgegangen dass ein
Konsens iiber den Nutzen eines Gutes vorliegt. Hierbei wird des 6fteren pos-
tuliert, dass der Grenznutzen, d.h. der Nutzen einer zusétzlchen Einheit eines
Gutes abnimmt, und gegen 0 konvergiertﬂ

Nutzen

Konsumierte Menge des Gutes

Abbildung 1: Nutzenfunktion

Die Tangenten bezeichnen dabei die Steigung an eine gegebenen Stelle.
Da Giiter fiir Geld gekauft werden, ist es naheliegend auch Zahlungsstromen

In vielen Staaten wird beispielweise die Progressive Besteuerung dadurch begriindet
dass der Grenznutzen zusétzlichen Einkommens sinkt



Nutzenwerte zuzuordnen.

Nun mag sich die Frage stellen was die Werte der Nutzenfunkton iiberhaupt
darstellen. Wir werden fiir diese zunéchst fiir bestimmbare Ergenbnisse gege-
bene Zahlenwerte annehmen. Im weiterer Folge wird es sinnreicht erscheinen
diese durch die Erwartungswerte jeweils zweier Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen zu ersetzen.

2 Praferenzbeziehungen und deren Formali-
sierung

Sei X eine nicht leere Menge von Nutzenwerten (diese sind in unserem Fall
Geldbetriagen zuzuordnen, doch ist es genauso gut moglich beliebigen Giitern
Nutzenwerte zuzuordnen) und seien x,y € X Nutzenwerte aus dieser Menge.
dann gelten fiir diese folgende Voraussetzungen:

Asymetrie wenn x > y dann nicht x < y4

Negative Transivitdt Wenn x > y muss fiir ein beliebiges anderes z € X
entweder x > 2z oder z > y oder beides gelten. Durch diese Eigenschaft kann
bei Hinzufiigen einer beliebigen neuen Wahlméglichkeit gewahrleistet werden
dass es weiterhin ein bestes und schlechtestes Element in unserer Auswahl
gibt.

Schwache Priferenzordnung Diese ist durch x > y < y # x gegeben.

Indifferenzordnung Gilt x ~ y so auch y > z und x > y, dies bedeutet
dass weder x noch y bevorzugt wird.

Theorem Fiir die Existenz einer Priferenzfunktion > ist es notwendig dass
X eine abzéhlbare Teilmenge Z enthélt mit den Untermengen von X :

Z(x) ={z € Z|z > 1}

Z(x)={z€ Z|z < x}

Gilt z > y so auch Z(x) C Z(y) und Z(z) D Z(y), bei z > y ist zudem
mindestens eine der Aussagen exakt.



Beweis Man nehme z € Z sodass * > z > yund z > z > y (1)
oder ¥ > z > y (2), woraus sich jeweils ergibt: z € Z(z)\Z(y)(1) bzw
2 € Z(y)\Z(2)(2)

Anschliessend nehme man eine strikt positive Wahrscheinlichkeitsverteilung

p auf Z und definiere
U) =Y 0= u 1)

2€Z 2€Z
Somit gilt nach der Gleichung U(x) > U(y) nur dann wenn > y womit
U eine numerische Représentation des gewéhlten Nutzens darstellt.

Beweis Man nehme einen numerischen Repréisetanten U, und definiere die
abzéhlbare Menge J also:

J :{la,bla,b € Q,a < b,U "([a,b]) #0 (2)

Fiir jedes I aus J kann ein z; € X mit U(z;) € I gewahlt, und eine abzéhlbare
Menge definiert werden:

A:{nlleJ (3)

Nun mag A auf den ersten Blick als geeigneter Kandidat fiir das (order dense
set) erscheinen, allerdings kénnen z,y € R vorkommen, so dass U(z) < U(y)
ohne dass es ein z gibt fiir welches analoges gelte: U(z) < U(z) < U(y).
Demnach miisste es ein z im (order dense set) enthalten geben, so dass U(z) =
U(x) oder U(z) = U(y), was aber von A nicht festgesetzt bzw garantiert
werden kann.

Wir definieren daher die Menge C' aller Paare (z,y) fiir die gilt, dass es zu
ihnen kein passendes z € A gibt, so dass:

C:={(z,y)|z,y € X\A,y >z und Iz € Amity >z >z} (4)

Die Aussage (z,y) € C impliziert somit, dass wir kein z € X zu finden
vermogen, fiir welches y > 2z > x gelten wiirde, woraus folgt dass wir kein
Intervall a,b € @ bestimmen kénnen, so dass gilt

Ulx) <a<U(z) <b<Ul(y) (5)

So dass Z := (a,b) in J enthalten wére, und 2 € A mit y > 2, > =z
(Widerspruch zu (x,y) € C). es folgt dass die Intervalle (U(z), U(y)) disjunkt
sein miissen, und es abzdhlbar viele von ihnen gibt. Fiir jedes Intervall J
wihlen wir nun 27, y’ € J mit U(z”/),U(y’) als Endpunkten von J, und
definieren B als die abzihlbare Menge der 27 und y”.

Man nehme an, Z := AB sei (open dense set) in X, z,y € X\Z impliziert
die Existenz eines z € A so dass y > z > z oder (z,y) € C. Im anderen fall
gibt es ein z € B mit Uy = U(z) > Z(z) und daraus folgend y > z > x.
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Beispiel angenommen es gibe eine lexikographische Ordnung > auf [0, 1] x
[0,1] : (%1, 22) > (y1,y2). wenn entweder x1 > y; oder 7 = y; und gleichzeitig
9 > yo. Um zu zeigen dass es keine numerische Représentation geben kann
nehme man an es gébe eine solche Représentation U. Somit géilte Va € [0, 1]:

dla) =U(a,1) — U, 0) (6)

ist strikt positiv fiir alle « , womit gelten wiirde:
> 1
[0,1] = (J{a € [0,1]|d(a) > 3 (7)
n=1

Es ist A, := {a|d(e) > 2} | es gibt also mindestens eine Menge A, mit
unendlich vielen Elementen, so dass gilt: a; < ... < «,. Aufgrund von
(i41,0) > (ay, 1) folgt:

w%%m—UmMn>w%Jywm%m:dma>% (8)

Es gilt somit:

WLU—WQM:U@U—UQM®+_1Wmmm—U@ﬂﬂ
+U(a;,0) — U(0,0) > Nn_ !

Da N beliebig grof fiir fixe ng gewahlt werden kann wiirde U(1,1) — U(0,0)
unendlich, was unzuléssig ist.
Sei X des weiteren ein topologischer Raum. Eine Préferenzfunktion > heifit
stetig wenn fiir alle 21.X gilt:

B(z) ={y € X|y >z} und B(z) = {y € X|z >y} (9)

sind offene Untermengen von X

Anmerkung Jede Priferenzordnung die eine numerische stetige Représentation
erzeugt ist selbst stetig.

Anmerkung die lexikographische Ordnung aus dem obigen Beispiel ist
nicht stetig, fiir gegebenes (z1,z2) € [0, 1] x [0, 1] ergibt sich:

{1 92)|(y1, 42) > (21, 20) ) = (22, 1] x [0, U {an} x (2,1 (10)

was kein Unterraum von [0, 1] x [0, 1] ist.
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Anmerkung X ist ein Hausdorfaum, wenn beliebige zwei Punkte das X
disjunkte Umgebungen haben, daher ist der vorliegende metrische Raum ein
Hausdorfraum.

Sei > eine Préferenzordnung auf dem topologischen Hausdorfraum X, dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

a) > ist stetig
b) Die Menge {(x,y)|y > =} ist offen in X x X
c¢) Die Menge {(z,y)|y > =} ist geschlossen in X x X

Beweis (a) = (b) Man zeige dass fiir jedes Paar (zo,y0) € M = {(z,y)|y >
x} offene Mengen U,V C M existieren, so dass g € U,yp € V und U x V' C
M. Wir betrachten zuniichst den Fall dass es ein z € B(z) x B(yo) gibt so
dass fiir diese gilt: yo > 2z > 2. Dann gilt: U = B(z) und V = B(z) sind
offene Umgebungen von xy und yy. Gilt weiters x € U und y € V so gilt
y >z >x und damit U x V C M.

Ist der Schnitt von B(z() und B(yp) die leere Menge, setzen wir U = B(y,),V =
B(xg). Wenn (z,9) € U x V gilt yop > 2 und y > w per Definition. Um zu
zeigen dass U x V' C M haben wir zu zeigen dass y > x im Folgenden aus
der Negation gezeigt werden soll. Aus x > y folgt aufgrund der negativen
Transivitit yo > y weil yo > y > 0. dann gilte aber y € B(zy) U B(yo). Da
diese Vereinigung eine leere Menge ist stellt dies einen Widerspruch dar.

Beweis (b) = (¢) Man betrachte den Homomorphismus ¢(z,y) = (y,x)
auf X x X. Dann ist {(z,y)ly > x} das Komplement der offenen Menge

o (z,y)ly > =}

Beweis (¢) = (a) Da X ein Hausdorfraum ist, {z} x X abgeschlossen in
X x X, also die Menge

{z} x X n{(z,y)ly =2 2} = {z} N {yly = x} (11)

Folglich {y|y > x} abgeschlossen und sein Komplement {y|z > y} offen. Das
gleiche gilt fur {yly > =}

Beispiel fiir g < yo betrachten wir X := (—o00, o] U [yo, 00) mit > auf R
Dann sind B(yg) = (—o00, 2], B(xg) = [yo,00). Daher B(z¢) N B(yo) = @.
Wir wissen dass X als zusammenhéngend bezeichnet wird, wenn es nicht
als Vereinigung disjunkter Mengen dargestellt werden kann, Ware X zusam-
menhéngend wiirde obige Darstellung unmoglich.
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Sei X ein zusammenhéngender topologischer Raum mit stetiger Praferenz-
ordnung >. dann ist jede dichte Untermenge Z C X auch (order dense) in
X, es gibt eine numerische Repréasentation > wenn X separabel ist.

Beweis =,y € X mity > 2 : y € B(x),r € B(y) daher sind die Mengen
nicht disjunkt, weil X zusammenhéngend ist. Daher muss die offene Menge
B(z) N B(y) ein z € Z enthalten, so dass y > z > x womit Z (ods) von X
ist.

Separabilitét wiirde bedeuten, dass es eine abzdhlbare (ods) Untermenge Z
zu X gilt, woraus die Existenz einer numerischen Représentation folgt.

Anmerkung Es sei X := (—o0, z¢][yo, 00) mit zg,yg € C. dann ist Z :=
QN X dicht auf X, aber es gibt kein z € Z so dass yy > 2z > xg. Dies zeigt die
Notwendigkeit topologischer Verbundenheit fiir vorhergehende Behauptung.

Theorem Sei X ein topologischer Raum der wahlweise (1) eine abzéahlbare
Basis aus offenen Mengen besitzt (2) separabel und verbunden ist, so existiert
zu einer stetigen Préferenzordnung stets eine numerische Repréisentation.

Lemma Sei X ein verbundener metrischer Raum, mit fortsetzbarer stetiger
Préferenzordnung >. Wenn U : X — R eine stetige Funktion ist, und auf
einer dichten Untermenge Z eine numerische Reprisentation von > auf Z
ist, so ist U auch eine numerische Représentation auf ganz X.

Beweis Man zeige y > x dann und nur dann wenn U(y) > U(x). Man
wihle wieder y > 29 > z mit 2y € Z. Unter Wiederholung der Argumentation
erhélt man mit 2 : 2o > 2, > x. Weiters nehme man z, — y und 2;,, — = so
dass
Zn > 20 > 20 > 2 (12)
und daher
U(zn) > Ul(z0) > U(z) > Ulz,) (13)

Dies impliziert aufgrund der Fortsetzbarkeit U(z;) — Ul(y,) mit U(z,) —
U(x) und somit:
U(z) = Ulz0) > Ulz) = () (14)

Gegenrichtug: z,y € X U(y) > U(x) Aufgrund der stetigen Fortsetzbarkeit
von U gilt:



sind beide nichtleere Teilmengen von X. Weiters gilt U(y) U U(r) = X. Da
die Menge zusammenhéngend ist kann der Schnitt U(y) MU (z) nicht die leere
Menge sein, Somit kann weiters festgesetzt werden: (mit zo, 2{, € Z)

Uly) > (20) > (20) > U(x) (17)

da Z wieder dichte Untermenge von X ist findet man Sequenzen z, — y und
2l — xin Z so dass U(z,) > U(z)) und U(z]) < U(zy). Da U numerische
Représentation von > auf X ist gilt:

Zn > 20 > 20 > 2 (18)

Da weder zg > y noch x > z; gelten konnen folgt y > x

3 Von Neumann - Morgenstern Représentation

Ein Schwachpunkt der oben beschriebenen Représentation ist die Nicht-
vergleichbarkeit der Nutzenwerte von Giitern unterschiedlicher Figenschaft,
Vereinfacht gesagt kann man einer Menge Wurstsemmeln einen Nutzenwert
zuordnen welcher mit Zunahme der Zahl der angebotenen Semmeln stei-
gen wird. Ein Vergleich mit den Nutzenwerten ebenfalls angebotener Hem-
den ist bei Nichtverkéduflichkeit beider Artikel offensichtlich schlecht moglich.
Konnnen die Artikel jedoch im Zuge einer Lotterie gewonnen werden, und ist
es dem Probanden moglich seinen Einsatz selbst unter Kenntnis der Gewinn-
wahrscheinlichkeit zu wihlen, erhédlt man wieder vergleichbare Nutzenwerte.
Angenommen dass jeder Auszahlung eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet wird,
kann X als Untermenge M von M;(S,d) der Menge aller Verteilungen auf
dem Mafiraum verstanden werden, Die Elemente von M werden hierbei als
lotteries bezeichnet. Wir werden versuchen die Priferenzordnung > auf M
zu charakterisieren, um eine numerische Représentation der Form

Up) = / w(w)p(e)de V€ M (19)

mit u als Funkton von S. Erfiillt die numerische Représentation einer Ord-
nung > obiges Theorem wird sie als Von Neumann - Morgenstern Représentation
bezeichent,

Elne Von Neumann - Morgenstern Repréisentation U ist offen auf M im
Sinne:

Ulap+ (1 —a)y) = al(p) + (1 - a)(U(v)) (20)
Vv, u € M und « € [0, 1] Daraus folgen die unterstehenden Definitionen:



1 Die Préafenzrelation > auf M erfiillt das Unabhéingigkeitsaxiom wenn
Vu,v € M pu > v impliziert (VA € M und « € [0, 1])

ap+ (1 —a)>av+ (1 —a)A (21)

2 Fine Praferenzrelation > auf M erfiillt das Archimedische Axiom wenn
fiir jedes Tripel u > A > v fiir (o, 8) € (0,1) gilt:

ap+(1—a)y>A>pBu+(1-p)v (22)

Das Archimedische Axiom stammt urspriinglich aus der Analysis, wo
es besagt dass es z jedem ¢ > 0 ein n gibt, so dass: ne > z. Es wird
auch als Kontinuitdtsaxiom bezeichnet, weil es als Ersatz fiir fiir die
Koninuitidt von > auf einer passenden Topologie auf M dienen kann.
(z.B. eine Topologie auf der konvexe Kombinationen konvexe Kurven
sind, so dass: apu+ (1 —a)v) gegen p oder v konvergiert fiir & — 0 oder
a—1

Theorem Sei > eine Préferenzrelation auf M welche beide Axiome erfiillt.
dann gibt es eine affine numerische Reprisentation U von >. Ist weiters
U eindeutig beziiglich affiner Transformationen so hat jede weitere affine
numerische Représentation U* die Form: U* =axU +bfira >0, be R

Im Folgenden werden wie eine einfache Schreibweise fiir Wahrscheinlich-
keitsverteilungen benotigen, wir formulieren hierfiir:

N
w= Z aiaxi (23>
i=1

1 Sei M die Menge aller einfachen Wahrscheinlichkeistverteilungen auf S
mit > als Préiferenzordnung auf M so dass sie beide der obigen Axiome
erfiillt. Dann existiert eine Von Neumann Morgenstern Umgebung U
so dass U und u eindeutig beziiglich aller positiven affinen Transforma-
tionen sind.

Beweis Sei U eine offene numerische Reprisentation mit u(z) =
U(§(z)) fiir x € S. Weiters habe p die Form «a;0,,...aydxy dann im-
pliziert die Affinitdt von U:

N
U) = > ai(0a) = [ uloutds) (21)
i=1
was die gesuchte Neuman Morgenstern Représentation ist.
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2 Sei M die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf der abgeschlos-
senen Menge S mit Préaferenzordnung > und Erfiillung der beiden Axio-
me. Dann gib es eine Neuman Morgenstern Reprisentation die eindeu-
tig beziiglch aller affinen Transformatonen.

Unter Voraussetung obigen Theorems gelten folgene Annahmen als
wahr:

a Wenn > v und 0 < a < 1 dann auch fu+(1—0)v > ap+(1—a)v

b Wenn g > v und p < A < p existiert ein eindeutiges « € [0, 1] mit
A~ap+ (1 —a)y

¢ Wenn p ~ v dann auch o mu + (1 — @)\ ~ av + (1 — a)\Va € [0, 1]
und alle A € M

Ist M die Mege aller endlichen Wahrscheinlchkeitsmafle auf der abgeschlosse-
nen Menge S so ist jede affine numerische Repréisentation eine Von Neumann
Morgenstern Représentation. Fiir eine unendliche Menge S kann es jedoch
vorkommen dass eine Von Neuman Morgenstern Repréasentation nicht exis-
tiert:

Beispiel Sei M die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie g auf S := {1, 2, ...}
fiir die ein affines, beide Axiome erfiilllendes U () = limyjookit(k) existiert
und endlich ist. Klarerweise ist U nicht unbedingt eine Von Neuman Mor-
genstern Représentation.

Beispiel Sei M die Menge aller Borelmafie auf S := [0,1] und A das Le-
besquemafl auf S. Es kann also jedes p dargestellt werden als:

mit siguldrem ps und stetigem p,. Wir definieren daher eine affine Funktion
U:M—|[0,1]:

Uy) = / tp1a(dz) (26)

U induziert eine Préferenzordnung auf M welche beide Axiome erfiillt, sie
kann aber keine Von Neumann Morgenstern Représentation haben, da gilt:
U(6;) = 0 Vz und daher u = 0 die Priferenzfunkton wére somit trivial im
Sinne p ~ A\Vu € M

Eine Moglichkeit eine Von Neumann Morgernstern Représentation zu fin-
den ist es weitere Eigenschaften von > festzulegen. Wie bereits bekannt das
archimedische Axiom automatisch fiir konvexe Kombinationen, und ist fiir
die Topologie auf M stetig, also auch fiir die schwache Topologie auf der
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Menge M, (S, &) aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf S abgeschlossen durch
Borelmengen &. Wie schreiben daher: M;(S) = M;(S,S)

Theorem Sei M := M;(S) der Raum aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf S
abgeschlossen mit der schwachen Topologie und sei > eine das Unabhéngigkeits-
axiom erfiillende Praferenzordnung auf M. Dann Gibt es eine Von Neumann
Morgenstern Repréisentation mit stetiger beschrankter Funktion; u : S — R.
U und u seinen eindeutig beziiglich affiner Transformationen.

Obiges Theorem kann nur im Zusammenhang mit beschrankten Funktionen
verwendet werden, was nicht ausreichend ist, weil wir im nédchsten Abschnitt
risikoaverse Nutzenfunktionen kennenlernen werden, welche als konkave u im
raum S = R auftreten. So eine Funktion kann, aufler sie ist konstant nie be-
schrénkt sein.

Wir miissen also die gegebenen strikten Bedingungen ein wenig aufweichen:

1 Man wéhle einen Punkt zy € S und definiere E(mo) eine Kugel mit Radius
r um . Es gilt somit:

My(S5) = U My(B,(x0)) = {1 € Mi(S)|(By(x0)) = 1V r > 0} (27)

Sei > eine Préferenzordnung auf M, (S) die eingeschrénkt auf M, (B, (o))
stetig ist beziiglich der schwachen Topologie. Erfiillt > das Unabhéngig-
keitsaxiom existiert eine Von Neumann Morgenstern Reprisentation
mit einer stetigen Funktion u : S — R und u,U eindeutig bzgl affiner
Transformationen.

2 Sei 1 eine stetige Funktion auf [1,00) auf dem separablem metrischen
Raum S. Wir definieren mit der Riemannintegrierbaren Funktion

MY(S) = {;i € M(S)] / (x)de < oo} (25)

Der Raum der Testfunktionen fiir MaBe in M (S) ist dann
Cy(S) = {f € C(S)[Fc: [f(x)] < cp(x) Vo € S} (29)

Nun koénnen die Testfunktionen analog zur Definition einer Topologie
verwendet werden wie eine Menge beschrinkter stetiger Funktionen
verwendet werden kann um die schwache Topologie zu definieren: Eine
Folge pi, auf M, konvergent gegen ein € M{(S) dann und nur dann
wenn:

[ fdn = [ gauis e cus) (30)
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Wir weden die gewéhlte Topologie fortan als v — schwache Topologie auf
auf M{(S) bezeichnen. Im trivialen Fall ¢) = 1 besteht Cy(S)aus allen be-
schrankten stetigen Funktionen und wir erhalten die klassische schwache To-
pologie M{(S) = M;(S). Fii unbeschrinkte 1 erhdlt man somit Von Neu-
mann Morgenstern Repréasentationen von unbeschréankten w.

Theorem Ist > eine Priferenzordnung auf Mf’ (S) die auf der ¢ Topolo-
gie stetig ist, und das Unabhéngigkeitsaxiom erfiillt, so existiert eine Von
Neumann Morgenstern Représentation bekannter Form.

Beispiel: Allais Paradox Gegeben sei eine Lotterie mit der Auszahlung
v1 [ und die sichere Auszahlung p:

vy = 0.3352500 + 0.6652400 + 00150 ;E = 2409 (31)

f1 := 02400 (32)

Bei einer Befragung wurde g mit 82 % bevorzugt. Anschlieend betrachten
wir die Lotterien pus, vs:

M2 = 0.34(52400 + 06650, E =816 (33)

Vo (= 0.33(52500 + 067(50, E =825 (34)

wobei die Befragten dem hoheren Erwartungswert entsprechend zu 83 %

die riskantere Lotterie v5 bevorzugten. Da die Probanden jeweils an beiden

Lotterien teilnahmen erscheint die Von Neumann Morgenstern Theorie auf
den ersten Blick empirisch widerlegt.

4 Erwarteter Nutzen

Wir definieren M als Menge von Borelmafien auf S C R. Wir nehmen weiters
an dass M konvex ist und alle d, fiir x € S enthélt, und definieren fiir jedes
pe M

mip) = [ on(ds) B 39)
Monotonie : > y = 0, > 6, (36)
Risikoaversitat : () > p dennoch j1 = 0y (37)

2Die Indizes von 6 sind die Auszahlungen
3m(u) wird oft als fairer Preis fiir einen zukiinftigen Zahlungsstrom bezeichnet
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Es habe > eine Von Neumann Morgenstern Repréasentation der Form:

) = [ udy (33)

Dann gilt:

a > ist monoton <= w ist streng monoton steigend

b > ist risikoavers <= u ist streng konkav

Anmerkung Eskann beobachtet werden dass die Entscheidungstréiger zwi-
schen risikoaversem und risikofreudigen Verhalten wechseln kénnen, was for-
mell darstellbar ist als:

u(z) = {(x —c)7 firz>c (39)

—ANe—2)7 firzx<c

mit Schranke c. In weiterer Folge werden wir allerdings nur risikoaverses
Verhalten betrachten.

Eine Funktion u : S — R wird als Nutzenfunktion bezeichnet wenn sie
konkav, monoton steigend und stetig auf S ist. Wir nehmen an dass es zu
> eine Von Neumann Morgenstern Représentation geben muss, wobei fiir
jedem p € M ein Sicherheitsiquivalent(’] ciu zugeordnet werden kann.

ul(e()) = U() = / udy (40)

so dass folgt

Oc(u) ~ 1 (41)
Die Risikoprémie einer Lotterie ergibt sich somit als
p(p) == m(p) — c(p) (42)

Aufgrund der Jensenschen Ungleichung gilt ¢(p) < m(p), und e(u) < m(p) <
1 F Opm(n) Weswegen die Risikomprémie immer positiv ist.

4Das Sicherheitsiquivalent kann auch als obere Schranke fiir einen zuléissigen Preis
einer Auszahlung betrachtete werden
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Beispiel: St. Petersburger Paradoxon Bei einem Gliickkspiel wird ein
Miinze geworfen, ist das Ergebnis des n-ten Wurfes erstamls " Kopf”betragt
die Auszahlung 2"~ 1. Es ergibt sich somit:

p= 26y (43)
n=1

Der faire Preis wére daher oo, doch wiirde sich zu diesem Preis niemand
erkldren an der Lotterie teilzunehmen, vielmehr entsprich der Betrag den ein
Teilnehmer zu zahlen bereit wire den Ergebnissen die Bernoulli und Cramer
unabhéngig voneinander erhielten:

Nutzenfunktion Sicherheitsdquivalent

Bernoulli  uy(z) = \/x c(p) = (2—+/(2)' =291
Cramer  wus(z) =logx co(p) =2

Tabelle 1: example caption

Sei X eine integrierbare Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(92, F, P) und nach unten beschrénkt durch ein a € S. Gesucht ist nun die
nutzenmaximierende Mischung aus X und c.

Xyi=(1—NX + A (44)

X habe den Nutzen E[u(X,)] und die Verteilung py. Dann ist das Maximum
von

f()‘> = U(Mlambda) = /Ud,u)\ (45)
fir f auf [0, 1] ein Punkt A* € [0, 1] Es gilt weiters:
a Wenn E[X]| < cgilt: \* =1, wenn ¢ > ¢(u) gilt: A* > 0

b Wenn u € C*(R)

N =1e=E[X]<c (46)
; E[Xu/(X)]
N=0<«=¢< W (47)
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Beispiel Sei S! ein Asset mit Preis 7', w der zu investierende Geldbe-

trag, und r der verzinsngsfaktor eines risikolosen Bonds. Dann gilt fiir das

Portfolio:
Aw

1_
XA:—< .
T

(S — 7))+ w-r (48)

dass keine Anlage in das Asset erfolgt dann und nur dann wenn:

E Lf:r} < 7! (49)

was bedeutet dass der Preis des Assets unter der diskontierten Auszahlung
liegen muss.

Beispiel: Bedarf nach Versicherung In Alltag, wie auch auf den Fi-
nanzmérkten besteht die Mdoglichkeit einen Schaden, bzw. allgemeiner einen
Vermogensverlust zu versichern. Dabei erscheint auf den ersten Blick die Ver-
sicherung eines Schadens nur dann sinnreich wenn die Versicherungspramie
den Erwartungswert des Schadens nicht iiberschreitet.

Zu beriicksichtigen sein diirfte jedoch auch, dass ein Konsument der eine
Versicherung abschliefft befiirchten muss nicht den erwarteten Schaden nach
dem Gesetz der groflen Zah]ﬂ zu realisieren, sondern um die Vernichtung sei-
ner Existenz bangen miisste wenn der zu versichernde Schaden tatséchlich
eintritt.

Angenommen es bestehe die Moglichkeit eines Verlustes Y :0 <Y < w und
PY # [Y]] > 0 und einer Versicherung des Verlustes \Y zum Preis Aw. Die
Auszahlung ergibt sich somit:

Xn=w—Y+AY-—-m)=1-N(w—-Y)+ Nw-—m) (50)
Klarerweise wire eine Versicherung nur dann sinnreich wenn die Prémie den

diskontierten Verlust nicht iibersteigt, was in der Realitdt nie der Fall ist.

Fiir die Risikopramie ergib sich mit der Nutzenfunktion u aus der Taylor-
reihenentwicklung:

pp) = ;;,((7;?)

1
var(p) =: §a(m)var(u) (51)
Der Entscheidungstriger gewichtet das Risiko %var(u) mit einem Faktor

a(m(p)) der fiir zwei Mal differenzierbares u als

a\r) = u,,<x>
= )

(52)

°z.B. durch die Feuerversicherung mehrerer hundert Eigenheime
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dargestellt werden kann, und auch als Arrow-Pratt Koeffizient bezeichnet
wird. Beispiele fiir Risikoaverse Nutzenfunktionen sind:

CARA Constant absolute Risk Aversion: «(z) entspricht einer strikt posi-
tiven Konstante, da a(z) = —(logu')'(z) und affin transformiert

u(x)=1—e (53)

HARA Hyperbolic absolute Risk Aversion a(z) = (1 —7)/xz auf S = (0, c0)
fur v € [0,1)

logz fiirvy=0
ue) =4 8" (54)
5T ir0<v<1

Seien u und u zweimal differenzierbare Nutzenfunktionen, und «, & die zu-
gehorigen Arrow Pratt Koeffizienten, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a a(r) > a(x) Ve e S
b u = F o4 fiir streng monoton steigende Funktionen F
c Fiir die Risikopramien p und p gilt p > p

Wir wollen fiirderhin annehmen dass S nach oben hin nicht beschrénkt ist
so dass w+x € S Vr € S,w > 0, und fiir die Nutzenfunktion ergibt sich
Uy () := u(w + x) was bedeutet dass die Nutzenfunktion in Abhéngigkeit
vom Vermogen varieeren kann, so dass:

/u(w + z)p(dr) < u(w) (55)

Ungehindert dessen kann, wenn nicht die Veranlagung der gesamten Summe
erfolgt, durchaus auch E[u(w + z x X)] > u(w) gelten. Wir ein p unabhéngig
von w nicht angenommen ist die Nutzenfunktion v von oben beschrinkt, so
dass:

1
vi= 5(5_/; + 6c0) (56)

Gesetz der groflen Zahl FEin Entscheidungstriager erklart sich nicht be-
reit einmalig an einer Lotterie teilzunehmen, wiirde dies aber bei n-facher
Wiederholung tun weil dann die tatsédchliche Auszahlung gegen ihren Erwar-
tungswert konvergiert. Dies stellt allerdings nach unserem bisherigen Modell
einen Widerspruch dar. Es sei daher

azi& (57)

16



die akkumulierte Auszahlung von n Wiederholungen mit Mittelwert der Aus-
zahlung m(u,) = n - m(u) dem Sicherheitsiquivalent ¢(u,,) und der Risiko-
pramie p(p: n) =n-m(u) — c(uy,). Nach dem Kolmogoroffschen Gesetz der
groflen Zahlen gilt:

Cp = C(‘:‘) (58)
pu = ) ) e, (59)

Aus Gleichung (52) folgt weiters:
pu - (m(a)var () = S~ m(u)var () (60)

Woraus ersichtlich ist dass die Risikoprdmie dann und nur dann gegen Null
konvergiert wenn « fiir wachsende n ebenfalls gegen 0 konvergiert.

5 Uniforme Priaferenzen

Seien p und v Lotterien auf M. Wir sagen eine Lotterie wird Uniform (for-
mell: p >, v)bevorzugt gegeniiber einer anderen wenn:

/ud,u > /udu fiir alle Nutzenfunktionen u (61)

Die uniforme Préferenz ist Reflexiv, Transitiv und Asymmetrisch. Fiir jedes
Paar pu, v € M gelten folgende Aussagen als Aquivalent:

a [ Zum 4
b [ fdu > [ fdv fiir alle monoton steigenden konkaven Funktionen f
c

Jte=arntan) < [te—ayvian) (62)

d Sind F, G Verteilungsfunktionen von pu, v so gilt:

/_ " Pla)dr < /_ Oo G(x)dz Ve € R (63)

[e.9]

e Auf dem die Zufallsvariablen X, Y enthaltenden Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P) gilt
E[Y|X] < X fs. (64)
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f Es gibt eine Ubergangswahrscheinlichkeit Q(z.dy) auf R so dass Q(z,-) €
M und m(Q(z,-)) <z Vz so dass v = uQ fiir

pQ(A) == /Q(:c, A)p(dz) fur BorelmengenA C R (65)

Die Dichte einer Normalverteilung ist gegeben durch:

1 (x —m)?

. —_ R 66
W eXp( 20_2 ),.’L' S ( )

Fiir zwei Normalverteilungen gilt somit
N(m, %) >uni N(1,6%) <= m > m und o < 5 (67)

Die Varianz wird definiert als:
var(e) i= [ o = mip)a(ds) = [ auldo) ~m() € (0.0 (68)

Sind p, v Lotterien auf M so dass m(u) = m(v) und g >,pn; v dann gilt
var(p) < var(v). Im finanzmathematischen Kontext werden Portfolios oft-
mals auf Basis der Varianz verglichen:

p > v <= m(p) > m(v) und var(p) < (v) (69)

Definition Eine Zufallsvariable Y sei Lognormalverteilt mit o, € R auf
(Q, F, P):

Y =exp(a+0cX) (70)
Mit der Verteilungsfunktion
Pl <y = 0(2BL=0) <y < oo (1)
der Dichte ) gy — o
V() = ——p(EL2) om 1) (72)

Das p-te Moment ist gegeben durch:

1
E[Y?] = exp(pa + 5p’0”) (73)
Der Erwartungswert von m(u)
1
m() = E[Y] = exp(a + 50°) (74)



und die Varianz durch
var(p) = exp(2a + o*)(exp(o?) — 1) (75)

Seien nunmehr g und g zwei Lognormalverteilungen mit Parametern
(e, o)und(a, ). Dann gilt:

L 1
i 2 fi = 0% < 5% und o+ S0® > Gt o6 (76)

Seien p und v zwei Lotterien in M. Wir definieren die Ordnung p >, v:

/ fdup > / fdv Fir alle konvexen Funktionen f auf R (77)

sie wird als konkave stochastische Ordnung bezeichnet. Thr entgegengesetzt
ist die Balayageordnung, welche obige Gleichung auf konvexe Funktionen
anwendet.

Analog kann gezeigt werden, dass unabhéngig vom vermuteten Verlauf der
Préaferenzordnung der Martktteilnehmer eine eindeutige Reihung der Port-
folios moglich ist, Die Anwendbarkeit auf die Lognormalverteilung ist hier
besonders hervor zu heben, da das zur Optionsbepreisung verwendete Black-
Scholes Modell sich Threr bedient.
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