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1. Einleitung
@ Was sind Zeitreihen?
@ Zeitreihenanalyse

@ Zusammenhang von Zeitreihen mit der Finanzmathematik




Was sind Zeitreihen?

Definition:
Eine Zeitreihe ist eine (endliche) Folge von zeitliche geordneten
Beobachtungen/Messwerten.

((tk,yk)|k = 1,2,..., T)

tx € R: Zeitpunkt, t; < tp < ... < t7.
yk € R": Messwert(e) zum Zeitpunkt ty.




Eigenschaften von Zeitreihen

@ Geringe Abhangigkeiten zwischen den untersuchten GroBen
@ Bedingte Erwartungswerte nahe null

@ Veranderung der Varianzen iiber die Zeit



Zeitreihenanalyse

Zeitreihenanalyse

Die Zeitreihenanalyse beschiftigt sich mit der mathematisch - statistischen
Analyse von Zeitreihen und der Vorhersage ihrer kiinftigen Entwicklung.




Anwendung der Zeitreihenanalyse

besseres Verstiandnis des zugrunde liegenden Systems
Prognose
Erkennen von Verdnderungen

Berechnung von Kennzahlen

Signalverarbeitung



Zusammenhang von Zeitreihen mit der Finanzmathematik

@ Vorhersage von Preisen

5 Vorhersage mit Hilfe von AR-Prozessen

0B \,l —— Zeitreine
-~ Wirklicher weiterer Verlauf
- Vorhersage
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@ Einsatz im Risikomanagement

@ Schatzungen von Zinsstrukturen
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2. Modelle fiir Zeitreihen
stationare Prozesse
MA(q)-Prozess
AR(p)-Prozess
ARMA(p,q)-Prozess
ARIMA(p,q,d)-Prozess

Nicht-lineare Zeitreihen
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stochastischer Prozess

Definition
Ein stochastischer Prozess ist eine Familie von reellen Zufallsvektoren,
die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) definiert

sind:

Xt:(QXT)—)Rn

(w, t) — X¢(w)

11




stationdre Prozesse (1)

Eine Zeitreihe wird als stationdr bezeichnet, wenn ...

...sich der Mittelwert nicht mehr dndert,
...sich die Varianz nicht mehr andert,
...periodische Variationen nicht mehr vorkommen.
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stationare Prozesse (2)

schwach stationare Prozesse

Ein stochastische Prozess ist schwach stationar, wenn
o EX; =pufiralleteZ
o VX; =~v(0) < o0, fiiralle t € Z
® C(Xigk, Xt) = v(k), fiir alle t, k € Z

strikt stationdre Prozesse

Ein stochastischer Prozess ist strikt stationar, wenn die gemeinsame

Verteilung von (X¢ 4k, - - -, Xt,+«) fiir alle endlichen Teilmengen
{t1,...tn} C Z und fiir alle k € Z unabhingig von k ist.
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stationare Prozesse (3)

Autokovarianz- und Autokorrelationsfunktion

Die Autokovarianzfunktion (Autokorrelationsfunktion) eines (schwach)
stationaren Prozesses ist definiert durch

v(k) = C(S(;(Hka Xi) = E(Xeyk — EXe)(Xe — EXp)

p(k) = 2oy

Eigenschaften:
o Symmetrie: y(k) = vy(—k)
o Positivitdt: (y(k)|k € Z) ist positiv semidefinit.
o —1<p(k) <1, (p(0) =1)
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White Noise

Definition
Ein White Noise oder auch WeiBes Rauschen, ist ein schwach stationarer
Prozess (X:)tcz mit der Autokorrelationsfunktion:

1, k=0
p(k)Z{O’ K0

Definition

Eine Serie von unabhingig, identisch verteilten Zufallsvariablen (X;)cz
mit endlicher Varianz o2 wird als strikter White Noise Prozess SWN(y,
02) bezeichnet.
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Martingal-Differenz

Definition

Erfillt eine Zeitreihe (X:):cz folgende Eigenschaften:
]E‘th < 00
X ist Fi-messbar
E(Xt|]:t_1) =0 Vt € Z

sagt man sie erfiillt die Eigenschaft der Martingal-Differenz.
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Moving Average Prozess

Definition
Sei (€;) ~ WN(o?) weiBes Rauschen. Einen Prozess

q

Xe = Z brer—k

k=0

nennt man MA-Prozess. Gilt by # 0, by # 0 dann ist (X;) ein
MA-Prozess der Ordnung g (MA(q)).

Eigenschaften:
@ MA-Prozesse sind stationar:
EX; =0
VXt = 0'2 :-7:0 b,2

17




Autoregressiver Prozess

Definition

Sei (¢;) ~ WN(c?) ein White-Noise-Prozess. Dann nennen wir einen
Prozess X; AR(p)-Prozess der Ordnung p, wenn er eine Darstellung der
Form

Xt = 31Xt_1 AF o oo AF apXt_p + €+

fiir a, # 0 hat.

Eigenschaften:
o ]EXt = 0
o VX, =a2> 2, a%.
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Autoregressiver Moving Average Prozess

Definition

Ein ARMA(p,q)-Prozess mit p,q € N und Erwartungswert 0 ist ein
schwach stationdrer Prozess (X;):cz, welcher folgene Differenzengleichung
erfiillt:

Xt — a]_Xt_]_ — . — apXt_p =€ + b]_Et_]_ + ...+ bqét_q, Vt € Z
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Darstellungsvergleich
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AR Integrated MA Prozess

Definition

Ein stochastischer Prozess (X;):cz wird als ARIMA(p,q,d)-Prozess mit
Schrittweite d € N und Ordnungen p, g € N bezeichnet, wenn der aus der
Differenz gebildete Prozess

Yt:Xt_Xt—d VtEZ

die Bedingungen eines ARMA(p,q)-Prozesses erfiillt.




Nicht-lineare Zeitreihen

Autoregressiver Conditionally Heteroskedastic Prozess

Sei (Zt)tez ein strikter White Noise Prozess SWN(0,1).

Ein strikt stationadrer Prozess (X;)tcz wird als ARCH-Prozess bezeichnet,
wenn fiir alle t € Z und einige streng positive Werte (0¢):cz folgende
Gleichungen erfiillt werden:

X = 0144,
p
2 2
o = op + g o Xi_;
i=1

Damit die Varianz immer positiv ist, wird zusatzlich ag > 0 und «a; > 0,
i=1,..., p gefordert.




Nicht-lineare Zeitreihen

Generalized ARCH Prozess
(Zt)tez sei ein strikter White-Noise-Prozess SWN(0,1). Ein strikt

stationdrer Prozess (X;)tcz wird als GARCH-Prozess bezeichnet, wenn

fur alle t € Z und einige streng positive Werte (0¢):cz folgende
Gleichungen erfiillt werden:

Xt = 012y,

p q
a0t e+ Y Aol

i=1 j=1

flirog >0, ;>0,i=1,...,pund 3; >0, j=1,...,q.




Beispiel GARCH(1,1)

1000 2000 3000 4000 5000 8000 7000 8000 9000
Zeitt

Abbildung: Simulation eines GARCH(1,1)-Prozesses



Bemerkungen

ARCH-Prozess
@ VX, ist genau dann endlich, wenn a1 + ... +ap < 1

@ X2 eines ARCH(p)-Prozesses ist ein AR(p)- Prozess

GARCH-Prozess
@ VX; ist genau dann endlich, wenn o + ... +ap + 1 + ... + B3 < 1

@ Existiert das vierte Moment von X; existiert, so ist das Quadrat X,_?
eines GARCH(p,q)-Prozesses ein ARMA(max(p,q),p)-Prozess
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3. Vorgehensweise von Zeitreihenanalyse
@ Modellauswahl
@ Modellschatzung
@ Modelldiagnose
o Einsatzphase des Modelles (Prognose)

26/




Modellauswahl

o graphische Darstellung der empirischen Zeitreihenwerte:
= Existenz von Trends
= Saisonalitaten
= sonstige Auffalligkeiten

e z.B.: lineare Korrelation zwischen Zeitwerten (ARMA-Modell)

@ z.B.: nicht-lineare Korrelation zwischen Zeitwerten (ARCH- oder
GARCH-Modell)



Informationskriterium

Auswahl der Ordnung p und q eines Modelles!

o Akaikes Informationskriteriu(m )
o A2 ptq
= AIC(p,q) :=Inbp 4 + 2557

@ Bayessche Informationskriterium

= BIC(p,q) := In§2, + (era)nl

@ Hannan-Quinn Informationskriterium
= HQ(p,q) :=Iné63,+ —2(”")*;,*'”('" N) mite>1



Modellschatzung

Die Parameter des ausgewahlten Modelles werden geschatzt!

Maximum-Likelihood-Schatzer:

n
fX07~-~,Xn(XO7 ceey Xn) = on(XO) H th|Xt,1,...,Xo(Xt‘Xt—17 ceey X())
t=1



Modellschdtzung an einem ARCH(p)-Modell

Xi = 0tZs,
P

Uf =aqap + g a,-XtZ_,-
i=1

Z; = % N(0,1) - verteilt

Ot

Setze fiir p = 1:
Auswahl der zu schitzenden Parameter ag, ag:

n
e300 s Xalx0) = T Bt s, (xelxects - %0)
t=1
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Modellschdtzung an einem ARCH(1)-Modell

Bildung der bedingten Dichte mit:

1 x
X X1y Xo (Xt X150 X0) = Fxxe_y (Xt Xe—1) = —g(=)
Ot Ot
wobei o; sich aus der Vergangheit berechnen |3sst:
oy =14/0p0 + 041XE,1
Likelihoodfunktion:
T1 X
L(ao, a1; X) = fx, . X% (X1 s Xn|X0) = H ;g(?t)
t t

t=1
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Modellschdtzung an einem GARCH(p,q)-Modell

Xi = 0124,
p q
o = ao + Zaixtz—i + Zﬁjaf—j
i=1 Jj=1
Setze fiir p,q = 1:
Parameter: aq, a1,
Startwert: og
Likelihoodfunktion:
1 x
L(ao, a1, B; X) = Fx,,... X, Xo,00 (X1, -5 Xn| X0, 00) = H Oftg(;z)
t=1

mit oy = \/ao + 041Xt2,1 + 50571-
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Modelldiagnose

@ Uberpriifung ob geschatzte Koeffizienten signifikant von Null
verschieden sind (T-Tests)

@ Uberpriifen inwieweit die empirischen Autokorrelationskoeffizienten
mit den vorhergeschatzten Koeffizienten libereinstimmen

© Analyse der Residuen (Differenz zwischen Regressionsgerade &
Messwerten)
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Einsatzphase

Prognose fiir die Zukunft

o Modellauswahl
= Verwendung fiir zukiinftige gerichtete Prognosen

@ Prognosenfehler
= Analyse von systematischen Abweichungen

@ Modell neu auswahlen
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4. Multivariate Zeitreihen
@ Stationare multivariate Zeitreihen
@ Multivariater White Noise Prozess

@ multivariate Modelle
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Multivariate Zeitreihen

Betrachtung von zwei oder mehr Zeitreihen gemeinsam
mehrere Werte pro Zeiteinheit

Zeitwerte werden als Vektoren betrachtet

Keine Beschrankung der Korrelation auf einzelne Zeiten, sondern auch
zwischen den verschiedenen Zeitreihen
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Stationare multivariate Zeitreihen

schwach stationar

Die multivariate Zeitreihe (Xt)tez ist schwach stationdr, wenn die ersten
zwei Momente existieren, die Erwartungswerte konstant sind und die
Kovarianzfunktion nur vom zeitlichen Abstand abhangt:

Ext:,utEZ,
M(t,s)=T(t+ k,s+k)t,s,keZ

strikt stationar

Eine multivariate Zeitreihe (X¢):e z nennt man strikt stationar, wenn jedes
endliche Teilsystem in der Verteilung mit einem um s Zeitpunkte
verschobenen System ident ist.

[l

(Xt7 ...,th) (Xt1+k7 ...,th+k), Vt]_, vees tfn7 k € Z,Vn € N.




multivariater White Noise Prozess

multivariater White Noise Prozess

Ein schwach stationarer Prozess (X;)¢cz ist ein multivariater White Noise
Prozess, wenn seine Korrelations Matrix Funktion wie folgt aufgebaut ist:

P, k=0
P(k):{ 0, k£0

strikter multivariater White Noise Prozess

Ein Vektor von Serien von identisch, unabhiangig verteilten Zufallsvariablen
mit endlicher Kovarianz-Matrix ist ein strikter multivariater White Noise
Prozess.
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multivariate Modelle

Vektor ARMA Prozess

Sei (€¢)tez ein multivariater White Noise Prozess WN(0, X.).
Die schwach stationdre Losung (X:):cz der Differenzengleichung

Xf — (D]_Xt_]_ e Y (DpXt_p = €t + e]_ﬁt_]_ + + eqﬁt_q Vt & Z

wobei die Parmeter ®; und ©; Matrizen der Form R% sind, ist ein
VARMA(p,q)-Prozess mit Erwartungswert null.

Ein VARMA(p,q)-Prozess mit Erwartungswert p ergibt sich, wenn der
Prozess (X;: — )tz die obrige Differenzengleichung erfiillt.




multivariate Modelle

multivariater GARCH-Prozess

Der Prozess (Xt)tcz ist ein multivariater GARCH-Prozess, wenn er
strikt stationdr und die Gleichung:

1
Xt=Zt2Zt, tGZ

1
wobei X2 € R der Cholesky-Faktor der positiv-definiten Matrix % ; ist
erfllt.
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Vielen Dank!



