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Erwartungswert unter einer σ-Algebra

Erwartungswert unter einer� -Algebra

De�nition 1.1.

Ist X eine integrierbare Zufallsvariable auf (
; F; P) und G eine
Teil-� -Algebra von F, dann hei�t eine Zufallsvariable Y der
bedingte Erwartungswert von X gegeben G , wenn gilt:

1 Y ist G-messbar.
2 Y ist integrierbar.
3 E(X � 1A) = E(Y � 1A) 8A 2 G:

Man schreibt dannY = E(X jG).
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Erwartungswert unter einer σ-Algebra

Eigenschaften der bedingten Erwartung

Proposition 1.2.

Seien X und Y integrierbare Zufallsvariablen, a und b reelle Zahlen
und H und G Teil-� -Algebren von F. Dann gilt:

Linearit •at: E(aX + bY jG) = aE(X jG) + bE(Y jG)

E(E(X jG)) = E(X) P-f.s.

Taking out what is known:
Wenn X G-messbar ist, dann gilt:E(X jG) = X .

Wenn X und G unabh•angig sind, dann gilt:E(X jG) = E(X).

Turmeigenschaft: Ist H � G, dann gilt:
E(E(X jG)jH) = E(X jH).
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Grundlegende De�nitionen

De�nition 2.1.
1 Unter einemstochastischen Prozess in diskreter Zeit

(Xn)n∈N versteht man eine Folge von Zufallsvariablen•uber
einem Wahrscheinlichkeitsraum (
; F; P).

2 Eine wachsende Folge von� -Algebren (Fn)n∈N nennt man
Filtration .

3 Ist Fn = � (X1; :::; Xn), so spricht man von dernat•urlichen
Filtration .
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Grundlegende De�nitionen

De�nition 2.2.
1 Ein stoch. Prozess (Xn)n∈N hei�t adaptiert bzgl. (Fn)n∈N,

wenn f•ur alle n 2 N gilt, dassXn messbar bzgl.Fn ist.
2 Ein stoch. Prozess (Xn)n∈N hei�t vorhersehbar bzgl. (Fn)n∈N,

wenn f•ur alle n 2 N gilt, dassXn messbar bzgl.Fn−1 ist.
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Diskretes Martingal

De�nition 2.3.

Ein stoch. Prozess (Xn)n∈N in diskreter Zeit hei�t diskretes
Martingal bzgl. (Fn)n∈N, wenn

1 alle Xn integrierbar sind,
2 der Prozess (Xn)n∈N adaptiert ist und
3 E(Xn+1 jFn) = Xn P-f.s. 8n 2 N.

Bemerkung

Ersetzt man in der 3.Bedingung = durch� bzw. � so erh•alt man
ein Sub- bzw. Supermartingal .
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Weitere Eigenschaften

Lemma 2.4.

Ist (Xn)n∈N ein Martingal bzgl. (Fn)n∈N, dann gilt:
a) E(XnjFk ) = Xk , falls k < n
b) E(Xn) = E(X1), 8n 2 N
Ist (Xn)n∈N ein Submartingal bzgl. (Fn)n∈N, dann gilt:
c) E(XnjFk ) � Xk , falls k < n
d) E(X1) � E(X2) � :::
F•ur Supermartingale entsprechend.
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Weitere Eigenschaften

Beweis
Wir zeigen die Aussage nur f•ur Martingale, f•ur Sub- bzw.
Supermartingale funktioniert es analog.
a) Wir verwenden die Turmeigenschaft (Punkt 5 aus Prop.1.2):

E(Xn+1 jFn−1) = E(E(Xn+1 jFn)jFn−1) = E(XnjFn−1) = Xn−1:

Mit Induktion folgt nun die Aussage.
b) Mit Punkt 2 aus Prop.1.2 folgt

E(Xn) = E(E(Xn+1 jFn)) = E(Xn+1 ); 8n 2 N:

�
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Gl•ucksspiele

Der Gewinn bzw. Verlust pro Einheit des Einsatzes in der n-ten
Spielrunde eines Gl•ucksspiels sei durch eine integrierbare
ZufallsvariableYn modelliert, wobein 2 N ist.
Der Gesamtgewinn nach n Runden mit konstantem Einsatz 1 ist
daher gegeben durch

Xn := Y1 + ::: + Yn:

Umgekehrt kann man auch schreiben:Yn = Xn ! Xn−1.
Ist Fn = � (Y1; :::; Yn), so erhalten wir falls

E(XnjFn−1) = Xn−1...ein faires Spiel.

E(XnjFn−1) � Xn−1...ein vorteilhaftes Spiel.

E(XnjFn−1) � Xn−1...ein unvorteilhaftes Spiel.
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Gl•ucksspiele

L•asst man nun allerdings auch variable Eins•atze der H•ohe (� n)n∈N

zu, so ergibt sich das Gesamtergebnis nach n Runden als:

Xn = � 1 � Y1 + ::: + � n � Yn

, Xn = � 1 � (X1 ! X0) + ::: + � n � (Xn ! Xn−1):

Konventionen:X0 = 0 ; F0 = f; ; 
 g
Nun de�nieren wir uns einen Prozess (Zn)n∈N durch

Z0 := 0 ; Zn :=
nX

k=1

� k � (Xk ! Xk−1); n � 1:

Man kann nat•urlich auchZn = Zn−1 + � n(Xn ! Xn−1) schreiben.
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Martingaltransformation

Proposition 2.5. (You can�t beat the system)

Sei (� n)n∈N ein beschr•ankter, vorhersehbarer Prozess. Dann gilt:
1 Ist (Xn)n≥0 ein Martingal, dann ist auch (Zn)n≥0 ein

Martingal.
2 Sind die� n weiters nichtnegativ und ist (Xn)n≥0 ein Sub-

bzw. Supermartingal, dann ist auch (Zn)n≥0 ein Sub- bzw.
Supermartingal.

Bemerkung

(Zn)n∈N nennt man in diesem Zusammenhang
Martingaltransformation oder diskretes stoch. Integral .
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Stoppzeiten in diskreter Zeit

Die Motivation dieser Begri�sbildung ist, dass eine Stoppzeit eine
Art Regel f•ur das Gl•ucksspiel beschreibt, nach welcher Runde man
aufh•oren soll.

De�nition 2.6.

Eine Zufallsvariable� mit Werten in �N hei�t Stoppzeit bzgl. einer
Filtrierung (Fn)n∈N, wenn f•ur alle n gilt, dassf � = ng 2 Fn.

Bemerkung:

Man vergleicht Stoppzeiten auch gerne mit Weckern, bei welchen
man zu jedem Zeitpunkt sagen kann, ob sie schon gel•autet haben
oder nicht.
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Stoppzeiten in diskreter Zeit

Beispiel

SeiB � R eine Borelmenge und (Xn)n∈N ein adaptierter Prozess.
Dann ist die Eintrittszeit� = inf f n 2 N : Xn 2 Bg eine Stoppzeit,
da man schreiben kann:

f � = ng = f X1 =2 Bg \ ::: \ f Xn−1 =2 Bg \ f Xn 2 Bg 2 Fn:
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Gestoppte Prozesse

De�nition 2.7.

Sei (Fn)n∈N eine Filtration, (Xn)n∈N ein adaptierter Prozess und�
eine Stoppzeit, dann nennt man den Prozess

X �
n (! ) = Xn∧� (! ) (! ); n 2 N

gestoppter Prozess.
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Proposition 2.8.

Sei � eine Stoppzeit.
1 Ist (Xn)n∈N ein Martingal, dann ist auch (X �

n )n∈N ein
Martingal.

2 Ist (Xn)n∈N ein Sub- bzw. Supermartingal, dann ist auch
(X �

n )n∈N ein Sub- bzw. Supermartingal.
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Doob�s Optional Stopping Theorem

Satz 2.9.
Sei � eine beschr•ankte Stoppzeit, d.h.9 N 2 N : � � N P-f.s.

1 Ist (Xn)n∈N ein Martingal, dann giltE(X� ) = E(X1).
2 Ist (Xn)n∈N ein nichtnegatives Submartingal, dann gilt

E(X� ) � E(XN ).
3 Ist (Xn)n∈N ein nichtnegatives Supermartingal, dann gilt

E(X� ) � E(X1).

Bemerkung:

Das Optional Stopping Theorem besagt, dass man in einem fairen
Spiel in Erwartung keinen Gewinn macht.
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Maximalungl. von Doob

Proposition 2.10. (Maximalungleichung f •ur nichtneg. Subm.)

Sei (Xn)n∈N ein nichtnegatives Submartingal. Dann gilt8� > 0:

P( max
k=1 ;:::;n

Xk � � ) �
E(Xn)

�
:

Proposition 2.11. (Maximalungl. f •ur nichtneg. Superm.)

Sei (Xn)n∈N ein nichtnegatives Supermartingal. Dann gilt8� > 0:

P( max
k=1 ;:::;n

Xk � � ) �
E(X1)

�
:
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Maximalungleichungen von Doob

Satz 2.12. (Maximalungleichung f •ur L2-Subm.)

Sei (Xn)n∈N ein nichtnegatives, quadratisch integrierbares
Submartingal.
Dann gilt 8n 2 N:

E(( max
k=1 ;:::;n

Xk )2) � 4 � E((Xn)2):
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Doob�s Konvergenzsatz f•ur Supermartingale

Satz 2.13.

Sei (Xn)n∈N ein in L1 beschr•anktes Supermartingal, d.h.
supn∈N E(jXnj) < 1 . Dann gibt es eine integrierbare
Zufallsvariable X, sodass

lim
n→∞

Xn = X f :s:

Bemerkung

Es muss allerdings nicht gelten, dassXn
n→∞!" X in L1, also

limn→∞ E(jXn ! X j) = 0.
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Gleichm•a�ige Integrierbarkeit

Um L1-Konvergenz von Martingalen erhalten zu k•onnen, brauchen
wir zun•achst den Begri� der gleichm•a�igen Integrierbarkeit.

De�nition 2.14.

Eine stoch. Prozess (Xn)n∈N hei�t gleichm•a�ig integrierbar , falls
es zu jedem� > 0 ein M > 0 gibt mit

E(jXnj � 1{|Xn|> M }) < � 8n 2 N:
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Konvergenzsatz f•ur glm. int. Smartingale

Lemma 2.15.

Sei (Xn)n∈N gleichm•a�ig integrierbar. Dann gilt:
1 (Xn)n∈N ist beschr•ankt in L1, also supn∈N E(jXnj) < 1 .
2 Konvergiert (Xn)n∈N in Wahrscheinlichkeit, d.h.

limn→∞ P(jXn ! X j > � ) = 0, dann konvergiert (Xn)n∈N auch
in L1.

Satz 2.16.
Jedes gleichm•a�ig integrierbare Smartingal konvergiert fast sicher
und im Mittel (also inL1).
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Konvergenzsatz f•ur glm. int. Smartingale

Beweis

(Xn)n∈N glm. int. ) (Xn)n∈N beschr•ankt in L1 nach Punkt 1 von
Lemma 2.17.
Nach Doob�s Konvergenzsatz f•ur Supermartingale (Satz 2.15) gilt
daher limn→∞ Xn = X f :s: und X 2 L1.
Aus der Ma�theorie ist bekannt, dass aus der fast sicheren
Konvergenz die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit folgt, womit alle
Voraussetzungen f•ur Punkt 2 von Lemma 2.17. erf•ullt sind. Also
konvergiert (Xn)n∈N auch inL1. �
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Grundlegende De�nitionen

De�nition 3.1.
1 Ein stochastischer Prozess in stetiger Zeit ist eine Familie

von Zufallsvariablen (X (t ); t 2 T ), deren IndexmengeT � R
ein Intervall ist, meistT = [0 ; 1 ).

2 EineFiltration in stetiger Zeit ist eine wachsende Familie
(F(t ); t 2 T ) von Teil-� -Algebren vonF, d.h.
s; t 2 T ; s � t ) Fs � Ft � F.
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Stetiges Martingal

De�nition 3.2.

Ein stoch. Prozess (X (t ); t 2 T ) hei�t stetiges Martingal bzgl.
(F(t ); t 2 T ), wenn

1 alle X (t ) integrierbar sind,
2 der Prozess (X (t ); t 2 T ) adaptiert ist und
3 E(X(t )jFs) = Xs P-f.s. 8s; t 2 T ; s � t .

Bemerkung:

Ersetzt man in der 3.Bedingung = durch� bzw. � , so erh•alt man
ein stetiges Sub- bzw. Supermartingal .
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Stetige Stoppzeiten

De�nition 3.3.

Eine Zufallsvariable� : 
 " �R hei�t Stoppzeit bzgl. einer
Filtrierung f Ft gt ≥0, falls

f � � t g 2 Ft ; 8t � 0:
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Doob�s Optional Stopping Theorem

Satz 3.4.

Ist f Xt gt ≥0 ein stetiges Martingal bzgl. einer Filtrierungf Ft gt ≥0

und � eine stetige Stoppzeit bzgl.f Ft gt ≥0, dann ist der gestoppte
Prozess

X �
t (! ) = Xt ∧� (! ) (! ); t � 0

auch ein Martingal bzgl.f Ft gt ≥0.
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Doobsche Ungleichungen f•ur stetige Submartingale

Satz 3.5.

Sei f Xt gt ≥0 ein stetiges Submartingal,p 2 [1; 1 ) und T ; � > 0
fest. Dann gilt

P( sup
t ∈[0;T ]

jXt j � � ) �
E(jjXT jjp)

� p

und E(( sup
t ∈[0;T ]

jXt j)p) � (
p

p ! 1
)pE(X p

T ):
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Brownsche Bewegung

De�nition 4.1.
Ein adaptierterRn-wertiger stochastischer Prozess in stetiger Zeit
f Bt gt ≥0 hei�t n-dim. stand. Brownsche Bewegung , wenn gilt:
(a) B0 = 0 P-f.s.
(b) Die Pfadet 7" Bt sind P-f.s. stetig.
(c) Unabh •angigkeit der Zuw •achse:
80 � s; t < 1 ist Bt ! Bs unabh•angig vonFs

(d) Stationarit •at der Zuw •achse:

80 � s; t < 1 gilt Bs+ t ! Bs
d= Bt ! B0

d= Bt

(e) 80 � t < 1 gilt Bt � N(0; t � In)
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Brownsche Bewegung

Bemerkung

f Bt gt ≥0 ist ein Gau�scher Prozess mit Kovarianzfunktion
C(s; t ) := Cov(Bs; Bt ) = s ^ t ; 8s; t 2 [0; 1 ), d.h. 8n 2 N und
0 � t1 < t2 < ::: < tn < 1 ist der endlichdimensionale
Zufallsvektor (Bt1; Bt2; :::; Btn) multivariat normalverteilt.
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Brownsche Bewegung mit Drift

De�nition 4.2.

Sei f Bt gt ≥0 eine n-dim. stand. Brownsche Bewegung.
Dann hei�t f•ur jeden Vektor� 2 Rn und jede MartixA 2 Rn×n der
Prozess

~Bt := � t + A � Bt ; t � 0

einen-dim. Brownsche Bewegung mit Drift � und
Kovarianzmatrix � := A � AT .

Bemerkung

Es gilt daher:~Bt � N(� t ; t � �).
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Proposition 4.3.

Sei f Bt gt ≥0 eine n-dimensionale standardisierte Brownsche
Bewegung bzgl. einer Filtrationf Ft gt ≥0. Weiters seiens � 0 und
0 6= c 2 R. Dann gilt:
(a) (Verschiebung der Zeitachse) f ~Bt gt ≥0 = f Bs+ t ! Bsgt ≥0

ist eine n-dim. stand. Brownsche Bewegung bzgl.
f ~Ft gt ≥0 = f Ft + sgt ≥0.
(b) (Streckung der Zeitachse) f ~Bt gt ≥0 = f 1

c Bc2t gt ≥0 ist eine
n-dim. stand. Brownsche Bewegung bzgl.f ~Ft gt ≥0 = f Fc2t gt ≥0.
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(c) (Inversion der Zeitachse) Der stochastische Prozess

f ~Bt gt ≥0 =

(
tB 1

t
; 0 < t < 1

0; t = 0 :

ist eine n-dim. stand. Brownsche Bewegung bzgl. einer Filtration
f ~Ft gt ≥0.
(d) (Symmetrie) f ~Bt gt ≥0 = f! Bt gt ≥0 ist eine n-dim. stand.
Brownsche Bewegung bzgl.f Ft gt ≥0.
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Beweis zu Punkt (a)

Dies zeigt man, indem man die Bedingungen von De�nition 4.1.
nachpr•uft:

f ~Bt gt ≥0 ist adaptiert bzgl.f ~Ft gt ≥0, da f•ur alle t � 0
Bs+ t ! Bs messbar bzgl.Fs+ t ist.
~B0 = Bs ! Bs = 0

Die Pfade vonf ~Bt gt ≥0 sind als Zusammensetzung stetiger
Funktionen f.s. stetig.

F•ur 0 � r < t < 1 gilt, dass

~Bt ! ~Br = Bs+ t ! Bs ! Bs+ r + Bs = Bs+ t ! Bs+ r

unabh•angig vonFs+ r = ~Fr ist.
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F•ur 0 � r < t < 1 gilt, dass

~Bt + r ! ~Bt = Bs+ t + r ! Bs ! Bs+ t + Bs
d= Bs+ r ! Bs = ~Br

8 0 � t < 1 gilt, dass

~Bt = Bs+ t ! Bs
d= Bt � N(0; t � Id )

Die Beweise zu (b) und (c) verlaufen recht•ahnlich.
Punkt (d) ist nahezu trivial. �
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Brownsche Bewegung als Martingal

Proposition 4.4.

Sei f Bt gt ≥0 eine 1-dim Brownsche Bewegung bzgl. einer Filtration
f Ft gt ≥0. Weiters sei� 2 R fest.
Dann sind folgende vier Prozesse stetige Martingale:
(a) Mt = Bt ; t � 0
(b) Mt = B2

t ! t ; t � 0
(c) Mt = B3

t ! 3tB t ; t � 0
(d) Mt = exp(� Bt ! 1

2 � 2t ); t � 0
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Beweis

Ich m•ochte hier nur die Punkte (b) und (d) beweisen. (a) und (c)
verlaufen sehr•ahnlich wie (b).
(b)
1) Messbarkeit:
Da Bt Ft -messbar ist, ist auchMt = B2

t ! t als stetige
ZusammensetzungFt -messbarer FunktionenFt -messbar.
2) Integrierbarkeit:

E(jMt j) � E(jB2
t j) + t < 1 8 t > 0; da Bt � N(0; t ):
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3) Martingalbedingung:

E(Mt jFs) = E((Bt ! Bs + Bs)2 ! t jFs) =

= E((Bt ! Bs)2jFs) + 2 E((Bt ! Bs) � BsjFs)

+ E(B2
s jFs) ! t =

(∗)
= t ! s + 2BsE(Bt ! Bs) + B2

s ! t =

= B2
s ! s = Ms f.s.

(*) Bt ! Bs ist unabh•angig vonFs, Bs ist Fs-messbar und
Bt ! Bs � N(0; t ! s)
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(d)
1) Messbarkeit:
Da Bt Ft -messbar ist, ist auchMt = exp(� Bt ! 1

2 � 2t ) als stetige
ZusammensetzungFt -messbarer FunktionenFt -messbar.
2) Integrierbarkeit:

E(jMt j) = E(exp(� Bt )) � exp(!
1
2

� 2t ) =

(∗)
= exp(

1
2

� 2t ) � exp(!
1
2

� 2t ) = 1 < 1

(*) X � N(�; � 2) ) E(exp(� � X )) = exp( �� + 1
2 � 2� 2)
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3) Martingalbedingung:

E(Mt jFs) = E(Ms � exp(� (Bt ! Bs) !
1
2

� 2(t ! s)jFs)) =

= Ms � E(exp(� (Bt ! Bs))) � exp(!
1
2

� 2(t ! s)) =

(∗∗)
= Ms � exp(

1
2

� 2(t ! s)) � exp(!
1
2

� 2(t ! s)) = Ms f.s.

(**) Bt ! Bs � N(0; t ! s), verwende momenterzeugende Funktion
der NV. �
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L�evys Martingalcharakterisierung

Satz 4.5.

SeiB = f Bt gt ≥0 ein stochastischer Prozess in stetiger Zeit und
f Ft gt ≥0 seine nat•urliche Filtration. Dann ist B eine Brownsche
Bewegung genau dann wenn

1 B0 = 0 P-f.s.
2 Die Pfadet 7" Bt sind P-f.s. stetig.
3 f Bt gt ≥0 ist ein Martingal bzgl.f Ft gt ≥0.
4 f B2

t ! t gt ≥0 ist ein Martingal bzgl.f Ft gt ≥0.

Bemerkung

L�evys Charakterisierung ist ohne Normalverteilung.
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Quadratische Variation der Brownschen Pfade

SeienT > 0 und t n
i := i ·T

n ; n 2 N; i = 0 ; :::; n.
So erhalten wir eine Folge•aquidistanter Zerlegungen von [0; T ]:
0 = t n

0 < ::: < t n
n = T

Sei nun � n
i B := B(t n

i+1 ) ! B(t n
i ) 8 i = 0 ; :::; n ! 1; n 2 N.

Satz 5.1.
Die Quadratische Variation der Brownschen Bewegung ist T, also

lim
n→∞

n−1X

i =0

(� n
i B)2 = T in L2 bzw. lim

n→∞
E((

n−1X

i =0

(� n
i B)2 ! T )2) = 0 :
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Variation der Brownschen Pfade

Satz 5.2.
Die Pfade der Brownschen Bewegung haben P-f.s. unendliche
Variation, also

lim sup
n→∞

n−1X

i =0

j� n
i Bj = 1 :
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Variation der Brownschen Pfade

Beweis
Man betrachte wieder die•aquidistante Folge von Partitionent n

i

von vorhin. Diese erf•ullen � t n = T
n

n→∞!" 0.
Nun werden wir uns folgende Absch•atzung zu Nutze machen:

n−1X

i =0

j� n
i Bj2 � max

i =0 ;:::;n
j� n

i Bj �
n−1X

i =0

j� n
i Bj (1)
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Variation der Brownschen Pfade

Weiters gilt, da die Pfade von B f.s. stetig sind, dass:

lim
n→∞

max
i =0 ;:::;n

j� n
i Bj = 0 f :s:

Aus der Ma�theorie ist bekannt, dass eine Folge, die inL2

konvergiert, eine f.s. konvergente Teilfolge hat.

) 9 (nk )k∈N : lim
n→∞

nk −1X

i =0

j� nk
i Bj2 = T f :s:
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Variation der Brownschen Pfade

Wegen (1) f•ur nk statt n muss gelten, dass

lim
n→∞

nk −1X

i =0

j� n
i Bj = 1 :

Da wir nun eine Teilfolge haben, deren limes unendlich ist, gilt
dass der limsup unendlich ist, also:

lim sup
n→∞

n−1X

i =0

j� n
i Bj = 1 :

�
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Bemerkung

Auf Grund dieser Eigenschaft der Brownschen Pfade kann man

Z T

0
f (t )dB(t )

nicht im Sinne des Riemann-Stieltjes Integrals au�assen. Diese
Erkenntnis ist der Startschuss f•ur die Theorie der Itô-Integrale,
welche sich mit der L•osung obiger Integrale besch•aftigt.
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Nirgends Di�erenzierbarkeit der Brownschen Pfade

Wie wir bereits wissen, sind die Pfadet 7" Bt (! ), mit ! 2 
 fest,
de�nitionsgem•a� f.s. stetig. Trotzdem gilt der folgende Satz:

Satz 5.3.

Sei f Bt gt ≥0 eine eindimensionale, standardisierte Brownsche
Bewegung. Dann sind die Pfadet 7" Bt P-f.s. auf [0; 1 ) nirgends
di�erenzierbar.
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Dieses Gesetz soll die Oszillation der Brownschen Bewegung nahe
bei t = 0 und f•ur t " 1 beschreiben.

Satz 5.4.
F•ur fast alle! 2 
 gilt:

(1) lim sup
t ց0

Bt (! )
q

2t log log(1t )
= 1 ; (2) lim inf

t ց0

Bt (! )
q

2t log log(1t )
= ! 1

(3) lim sup
t →∞

Bt (! )
p

2t log log(t )
= 1 ; (4) lim inf

t →∞

Bt (! )
p

2t log log(t )
= ! 1

Martin Pleischl Martingaltheorie

Kurze WH aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
Martingale in diskreter Zeit
Martingale in stetiger Zeit

Brownsche Bewegung
Brownsche Trajektorien

Quadratische Variation der Brownschen Pfade
Variation der Brownschen Pfade
Nirgends Di�erenzierbarkeit der Brownschen Pfade
Gesetz vom iterierten Logarithmus
Nullstellenmenge der Brownschen Pfade

Gesetz vom iterierten Logarithmus

Bemerkung

Die Funktionen
+
!

p
2t log log(t ); t > 0 sind also jeweils die

obere bzw. untere Einh•ullende f•ur den Brownschen Pfad bei
gro�em t.

Da diese Gesetze jeweils gleichzeitig gelten, bedeutet das, dass
die Brownsche Bewegung f.s. in jedem noch so kleinen
Intervall (a; b) unendlich oft das Vorzeichen wechselt und (da
die Brownsche Bewegung ja f.s. stetig ist und somit dem
Zwischenwertsatz gen•ugt) dort unendlich viele Nullstellen hat.
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Abbildung:Brownsche Pfade mit ihren Einh•ullenden
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Nullstellenmenge der Brownschen Pfade

Die Nullstellenmenge eines Pfadest 7" Bt (! ), mit ! 2 
 fest,
einer 1-dim. stand. Brownschen Bewegung ist gegeben durch

N(! ) := f t � 0 : Bt (! ) = 0 g 2 B([0; 1 )) :

Satz 5.5.

F•ur P-fast alle! 2 
 hat die NullstellenmengeN(! ) P-f.s.
folgende interessante Eigenschaften:

Lebesguema� 0

abgeschlossen und in (0; 1 ) keine isolierten Punkte, also eine
sogenannte perfekte Menge (daher auch•uberabz•ahlbar)

keine inneren Punkte
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