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Kurze WH aus der Wahrscheinlichkeitstheorie Kurze WH aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Erwartungswert unter einer o-Algebra Erwartungswert unter einer o-Algebra

Erwartungswert unter einer-Algebra Eigenschaften der bedingten Erwartung

Proposition 1.2.

Seien X und Y integrierbare Zufallsvariablen, a und b reelle Zahlen
Ist X eine integrierbare Zufallsvariable auf (F; P) und G eine und H und G Teil- -Algebren von F. Dann gilt:
Teil- -Algebra von F, dann heit eine Zufallsvariable Y der o Linearitat: E(aX + bYjG) = aE(X|G)+ bE(Y|G)

bedingte Erwartungswert von X gegeben G, wenn gilt: o E(E(X|G)) = E(X) P-fs.

@ Y ist G-messbar. . .
L . e Taking out what is known:
L) I ety ol Wenn X G-messbar ist, dann gilE(XjG) = X.

Q E(X 1a)= E(Y 1a)8A2C: e Wenn X und G unab#éngig sind, dann gitE(XjG) = E(X).
Man schreibt danny = E(X]G). e Turmeigenschaft: IstH G, dann gilt:
E(E(XjG)jH) = E(XjH).
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Grundlegende De nitionen
MG ) GlENEEr 28 Stoppzeiten in diskreter Zeit
n von Doob

Viartingalen

Grundlegende De nitionen

De nition 2.1.

@ Unter einemstochastischen Prozess in diskreter Zeit
(Xn)nmoversteht man eine Folge von Zufallsvariableber
einem Wabhrscheinlichkeitsraum (F; P).

@ Eine wachsende Folge vorrAlgebren E)n mpnennt man
Filtration .

Q IstF, = (Xg;::; Xn), so spricht man von denaturlichen
Filtration .
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Martingale in diskreter Zeit Zeit

von Doob

Diskretes Martingal

De nition 2.3.

Ein stoch. ProzessX,)n mnin diskreter Zeit hei t diskretes
Martingal bzgl. (Fn)nmg Wenn

@ alle X, integrierbar sind,
@ der Prozess Xn)n mpnadaptiert ist und
© E(Xn+1jFn) = X, P-f.5.8n2 N.

Bemerkung

Ersetzt man in der 3.Bedingung = durch bzw. so erlalt man
ein Sub- bzw. Supermartingal .
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Martingale in diskreter Zeit /l. i r Zeit

von Doob

on Martingalen

Grundlegende De nitionen

De nition 2.2.

@ Ein stoch. ProzessXn)nmpheit adaptiert bzgl. (Fn)nma
wenn #ir allen 2 N gilt, dassX, messbar bzglF, ist.

@ Ein stoch. ProzessX,)nmheit vorhersehbar bzgl. (Fn)nmg
wenn #ir allen 2 N gilt, dassX,, messbar bzglF,— ist.
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Martingale in diskreter Zeit

L1-Konv on Martingalen

Weitere Eigenschaften

Lemma 2.4.

Ist (Xn)n moein Martingal bzgl. &)n g dann gilt:

a) E(XpjFk) = Xk, fallsk < n

b) E(Xn) = E(X1), 8n2 N

Ist (Xn)nmn€in Submartingal bzgl. K,)n mg dann gilt:
c) E(XnjFk) X, fallsk < n

d) E(X1) E(X2)

Fer Supermartingale entsprechend.
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Grundlegende De nitionen Grundlegende De nitionen

Martingale in diskreter Zeit S X  Zeit

von Doob

VikiligElS o Gl 2600 Stoppzeiten in diskreter Zeit

n von Doob

Viartingalen on Martingalen

Ghicksspiele

Weitere Eigenschaften

Der Gewinn bzw. Verlust pro Einheit des Einsatzes in der n-ten

Bwei _ _ Spielrunde eines @tksspiels sei durch eine integrierbare
Wir zeigen die Aussage nuarf Martingale, #ir Sub- bzw. ZufallsvariableY,, modelliert, wobein 2 N ist.
Supermartingale funktioniert es analog. Der Gesamtgewinn nach n Runden mit konstantem Einsatz 1 ist
a) Wir verwenden die Turmeigenschaft (Punkt 5 aus Prop.1.2): daher gegeben durch
E(Xn+1an—1) = E(E(Xn+1JFn)JFn—1) = E(XnJFn—l) = Xn—l Xn = Yl + i+ Yn
E(Xn) = E(E(Xns1jFn)) = E(Xne1): 802 N: E(an.Fn_l) = Xn_l...efn fawesI Spiel. .
E(XnjFn-1)  Xp—1...ein vorteilhaftes Spiel.
) E(XnjFhn-1)  Xp—1...ein unvorteilhaftes Spiel.
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Martingale in diskreter Zeit

L1-Konv on Martingalen

Glicksspiele Martingaltransformation

o 20 ergibt sioh s Gecamterabbnis nach n Rundon gl
zu, so ergibt sich das Gesamtergebnis nach n Runden als: FICRESITON 2., (e CEN(E IEEE i S )
Sei ( n)nmoein beschankter, vorhersehbarer Prozess. Dann gilt:
Xn = 1 Yr+ii+ 5 Yy @ Ist (Xn)n=0 €in Martingal, dann ist auchZ,)n=0 €in
, Xno= 1 (Xg! Xo)+ i+ (Xn! Xp—1): Martingal.

@ Sind die , weiters nichtnegativ und istXn)n=0 €in Sub-

bzw. Supermartingal, dann ist auctZ{)n=o ein Sub- bzw.

Supermartingal.

X0
om0 IE xRk
k=1

_ ' (Zn)nanennt man in diesem Zusammenhang
Man kann naerlich auchZ, = Z,—1 + n(Xn! Xa—1) schreiben. Martingaltransformation oderdiskretes stoch. Integral .

4
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Konventionen:Xg=0; Fo=1,; ¢
Nun de nieren wir uns einen ProzesZ{),, mpdurch




le De nitionen

Martingale in diskreter Zeit

Martingale in diskreter Zeit

eiten in diskreter Zeit
alu

hungen von Doob

Viartingalen

Stoppzeiten in diskreter Zeit Stoppzeiten in diskreter Zeit

Die Motivation dieser Begri sbildung ist, dass eine Stoppzeit eine
Art Regel tir das Glicksspiel beschreibt, nach welcher Runde man

aufheren soll.

Beispiel
De nition 2.6. SeiB R eine Borelmenge undX,), mnein adaptierter Prozess.
Eine Zufallsvariable mit Werten in N heit Stoppzeit bzgl. einer Dann ist die Eintrittszeit =inffn2 N: X, 2 Bg eine Stoppzeit,
Filtrierung (Fn)n m wenn #ir alle n gilt, das§ = ng 2 F. da man schreiben kann:

f =ng=fX;2Bg\ ::\f X,—1 2Bg\f X, 2 Bg 2 Fq:

Bemerkung:

Man vergleicht Stoppzeiten auch gerne mit Weckern, bei welchen
man zu jedem Zeitpunkt sagen kann, ob sie schoragtdt haben
oder nicht.
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De nitionen G De nitionen

Martingale in diskreter Zeit Martingale in diskreter Zeit

diskreter Zeit diskreter Zeit
hungen von Doob alungleichungen von Doob

n Martingalen on Martingalen

Gestoppte Prozesse

Proposition 2.8.

De nition 2.7. Sei eine Stoppzeit.
eine Stoppzeit, dann nennt man den Prozess Martingal.
X0 (1) = Xarg)(1); N2 N Q Ist (Xn)nng_uein Sub- bzw. Superm_artingal, dann ist auch
(X )nmoein Sub- bzw. Supermartingal.
gestoppter Prozess.
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De nitionen

Martingale in diskreter Zeit Martingale in diskreter Zeit

Stoppzeiten in diskreter Zeit
leichungen von Doob
nvergenz

genz von Martingalen

Stoppzeiten in diskreter Zeit
alungl ungen von Doob

Martingalkonvergenz

Ll—}{(mvagenz von Martingalen

Doob s Optional Stopping Theorem

Maximalungl. von Doob

Proposition 2.10. (Maximalungleichung f wr nichtneg. Subm.)

Sei eine besclankte Stoppzeit, dhO N 2 N: N P-f.s. Sei (Xn)nn€in nichtnegatives Submartingal. Dann gt > 0:
@ Ist (Xn)nmoein Martingal, dann giltE(X ) = E(X31). E(X0)
@ Ist (X,)nmoein nichtnegatives Submartingal, dann gilt P(k:rrfa“}gnxk ) LA
E(X) EXn). e
@ Ist (Xn)nmoein nichtnegatives Supermartingal, dann gilt
E(X ) E(Xy).

Bemerkung:

Das Optional Stopping Theorem besagt, dass man in einem fairen
Spiel in Erwartung keinen Gewinn macht.
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Martingale in diskreter Zeit S oK ~ Martingale in diskreter Zeit i

von Doob
Martingalkonvergen:
Ll—}\(mvagenz von Martingalen

Maximalungleichungen von Doob Doob s Konvergenzsataif Supermartingale
Satz 2.13.
. , Sei Xn)nein in L beschanktes Supermartingal, d.h.
2
Satz 2.12. (Maximalungleichung f ur L=-Subm.) sup, eE(iXnj) < 1 . Dann gibt es eine integrierbare
Sei Xn)n mu€in nichtnegatives, quadratisch integrierbares Zufallsvariable X, sodass
Submartingal.
Dann gilt 8n 2 N: nIirrgoxn = X f:s:

E(( max X)) 4 E(Xn)?):

Bemerkung

Es muss allerdings nicht gelten, daXg X in LL, also
limh_ o E(jXn! Xj)=0.
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Martingale in diskreter Zeit

ergenz von Martingalen

Gleichnma ige Integrierbarkeit

Martingale in diskreter Zeit

rgenz von Martingalen

Konvergenzsataif glm. int. Smartingale

Um L!-Konvergenz von Martingalen erhalten ze@hnen, brauchen
wir zunachst den Begri der gleichmigen Integrierbarkeit.

De nition 2.14.

Eine stoch. ProzessX,)nmahei t gleichme ig integrierbar , falls
es zu jedem > 0 einM > 0 gibt mit

E(Xn] Llgx,>my) < 8Nn2N:
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Martingale in diskreter Zeit

alkonvergenz

vergenz von Martingalen

Konvergenzsataif glm. int. Smartingale

Beweis

(Xn)nmoglm. int. ) (Xn)nmobeschankt in LY nach Punkt 1 von
Lemma 2.17.

Nach Doob s Konvergenzsataif Supermartingale (Satz 2.15) gil
daher lim,_ oo Xp = X f:s:und X 2 L.

Aus der Ma theorie ist bekannt, dass aus der fast sicheren
Konvergenz die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit folgt, womit alle
Voraussetzungenef Punkt 2 von Lemma 2.17. ewflt sind. Also
konvergiert X,)nmauch inLt.
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Lemma 2.15.

Sei Xn)nmngleichnma ig integrierbar. Dann gilt:
@ (Xn)nmnist beschankt in LY, also sup g E(iXnj) < 1 .

@ Konvergiert X,)nmnin Wahrscheinlichkeit, d.h.
limh_ o P(jXn! Xj> )=0, dann konvergiert ¥,)n mpauch
in LL.

v

Jedes gleichmig integrierbare Smartingal konvergiert fast siche
und im Mittel (also inL?).
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ende De nitionen

Martingale in stetiger Zeit
ngleichungen

Grundlegende De nitionen

De nition 3.1.

@ Ein stochastischer Prozess in stetiger Zeit ist eine Familie
von ZufallsvariablenX(t);t 2 T), deren Indexmeng& R
ein Intervall ist, meistT =[0;1 ).

@ EineFiltration in stetiger Zeit ist eine wachsende Familie
(F(t);t 2 T) von Teil- -Algebren vonF, d.h.
s;t2T;s t) F K F.
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legende De nitionen Grundlegende De nitionen
Martingale in stetiger Zeit Stoppzeite Martingale in stetiger Zeit Stoppzeiten

sche Ungleichungen Doobsche Ungleichungen

Stetiges Matrtingal Stetige Stoppzeiten
De nition 3.2.
Ein stoch. ProzessX(t);t 2 T) heit stetiges Martingal bzgl.
(F(t);t 2 T), wenn De nition 3.3.
Q alle X(t) integrierbar sind, Eine Zufallsvariable : " R heit Stoppzeit bzgl. einer
@ der ProzessX(t);t 2 T) adaptiert ist und Filtrierung f F; gi>o, falls
Q E(X(t)jFs) = Xs P-fs.8s;t2T; s t.

Bemerkung:

Ersetzt man in der 3.Bedingung = durch bzw. , so erlalt man
ein stetiges Sub- bzw. Supermartingal .
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Grundlegende De nitionen Grundlegende De nitionen
Martingale in stetiger Zeit Stoppzeiten Martingale in stetiger Zeit Stoppzeiten
Doobsche Ungleichungen Doobsche Ungleichungen

Doob s Optional Stopping Theorem Doobsche Ungleichungeur fstetige Submartingale

Saiz 3.4.

Ist f X; gr=0 ein stetiges Martingal bzgl. einer Filtrierunfg=; g; =o Seif Xigi=o ein stetiges Submartingap 2 [1;1 ) und T; > 0
und eine stetige Stoppzeit bzgf.F; g;=0, dann ist der gestoppte fest. Dann gilt
Prozess -

E(iXriiP)

P( sup jXij )
Xp(Y)=Xerqpy(t); t 0O t (03T ]

und E(( sup Xd)?)  (—)PE(XP):
t 03T ] p! 1

p

auch ein Martingal bzglf F; gi>0.
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De nitionen
S chen Bewegung ahnlichkeit:
Brownsche Bewegung 3 0 ngal Brownsche Bewegung

Brownsche Bewegung Brownsche Bewegung

De nition 4.1.
Ein adaptierterR"-wertiger stochastischer Prozess in stetiger Zeit

fBygi=o heit n-dim. stand. Brownsche Bewegung, wenn gilt: Bemerkung

(@) Bp =0 P-f.s. f Bt gi=o ist ein Gau scher Prozess mit Kovarianzfunktion

(b) Die Pfadet 7" B; sind P-f.s. stetig. C(s;t) := Cov(Bs;B;) = s”t; 8s;t 2[0;1),d.h.8n2 N und
(c) Unabh angigkeit der Zuw achse: 0 t;p<ty<::< ty< 1 istderendlichdimensionale

80 s;t< 1 istB;! Bs unabhangig vonFs Zufallsvektor Bt,; Bt,; ::1; Bt,) multivariat normalverteilt.

(d) Stationarit at der Zuw achse:
80 st<1 gitBs! Bs2 B! Byl B
(e) 80 t< 1 gilt By N(@O;t Iy)
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3 chen Bewegung iten der Brownschen Bewegung
Brownsche Bewegung 3 ewegung nga Brownsche Bewegung 3rownsche ng als Martingal

Brownsche Bewegung mit Drift Selbsahnlichkeiten

De nition 4.2.
Seif Btgi=o eine n-dim. stand. Brownsche Bewegung. Proposition 4.3.

Dann heit fur jeden Vektor 2 R" und jede MartixA 2 R™" der Seif Bigi=o eine n-dimensionale standardisierte Brownsche
Prozess Bewegung bzgl. einer FiltratiohF; g;>o. Weiters seiers 0 und
06 c 2 R. Dann qilt:
Bi:= t+A Bt 0 (a) (Verschiebung der Zeitachse) fBigi=0 = fBs+t ! BsOi=0

ist eine n-dim. stand. Brownsche Bewegung bzgl.

fFt0i=0 = fFt+s0t=0-
- (b) (Streckung der Zeitachse) fBigi=o = f%Bczttho ist eine

n-dim. stand. Brownsche Bewegung bz§iF; gi=0 = f Fe2; Gi=0-
Bemerkung ‘

Es gilt daher:B; N( t;t ).

einen-dim. Brownsche Bewegung mit Drift und
Kovarianzmatrix := A AT.




De nitionen De nitionen
Selbstahnlichkeiten der Brownschen Bewegung Selbst keiten der Brownschen Bewegung
Brownsche Bewegung Brownsche Bewegung als Martingal Brownsche Bewegung Brc egung als Martingal

Selbstihnlichkeiten Selbsahnlichkeiten

Beweis zu Punkt (a)

. . . Dies zeigt man, indem man die Bedingungen von De nition 4.1.
(c) (Inversion der Zeitachse) Der stochastische Prozess g gung

( nachpeift:
_ tBi; O<t<1 o fBigi>o ist adaptiert bzgl.f F;gi>p, da fur allet 0
fBiOi=0 = o ‘ —— Bs+t ! Bs messbar bzglFs, ist.

e Bp=Bs! Bs=0

e Die Pfade vonf B;gi=o sind als Zusammensetzung stetiger
Funktionen f.s. stetig.

o Fur0 r<t<1 qilt dass

ist eine n-dim. stand. Brownsche Bewegung bzgl. einer Filtration
f Ft gi=0.

(d) (Symmetrie) fBigi=0 = f! Bigi=0 ist eine n-dim. stand.
Brownsche Bewegung bzdiF; gi 0.

Bt! Br: Bs+t! BSI Bs+r+ BS: Bs+t! Bs+r

unabhangig vonFs, , = F; ist.
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De nitionen
Selbstahnlichkeiten der Brownschen Bewegung
Brownsche Bewegung 3rownsche Bewegung als Martingal

De nitionen
Selbstahnlichkeiten der Brownschen Bewegung
Brownsche Bewegung Brownsche Bewegung als Martingal

Selbsahnlichkeiten Brownsche Bewegung als Martingal

e Far0 r<t< 1 gil, dass =
Bisr! Bi = Bestsr! Bs! Bsrt + Bs d Be+r ! Bs= B, Seif B gi=p eine 1-dim Brownsche Bewegung bzgl. einer Filtration
f Figi=0. Weiters sei 2 R fest.
@80 t<1 gilt dass Dann sind folgende vier Prozesse stetige Martingale:
(a) M; = Bg; t 0
Bi = Bsst! Bs2 By N(O:t Ig) (b) M¢ = B2! t;t O
(c) M¢=B2! 3tB;;t O
Die Beweise zu (b) und (c) verlaufen reckhnlich. (d) M =exp( B! % 2);t 0
Punkt (d) ist nahezu trivial. -
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De nitionen De nitionen
Selbstahnlichkeiten der Brownschen Bewegung Selbstahnlichkeiten der Brownschen Bewegung
Brownsche Bewegun Brownsche Bewegung als Martingal Brownsche Bewegun Brownsche Bewegung als Martingal
gung gung 9 gung gung 9

Brownsche Bewegung als Martingal Brownsche Bewegung als Martingal

Beweis 3) Martingalbedingung:

Ich mechte hier nur dle_Punkte (b) und (d) beweisen. (a) und (c E((B;! Bs+ Bo)?! tjFs)=
verlaufen sehmhnlich wie (b). o )
(b) E((Bt ! Bs)“jFs) + 2E((Bt! Bs) BsjFs)
1) Messbarkeit: + E(BZjFs)! t =

_ . . = 2 .
Da Bt Fi-messbar ist, ist auciM; = By _! t als stetige (D t1 s+2BE(B! Bo)+ BSZ! t =
Zusammensetzung-messbarer FunktionefR;-messbar. B 2 o
2) Integrierbarkeit: = Bg! s=Msfs.

E(M¢jFs)

—

E(jMj) E(jBtzj) +t<18t>0 daB; N(O:t): (*) Bt ! Bs ist unablangig vonFs, Bs ist Fs-messbar und
’ B:! Bs N(O;t! s)
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De nitionen
Selbstahnlichkeiten der Brownschen Bewegung
Brownsche Bewegung Brownsche Bewegung als Martingal

De nitionen
Selbstahnlichkeiten der Brownschen Bewegung
Brownsche Bewegung Brownsche Bewegung als Martingal

Brownsche Bewegung als Martingal Brownsche Bewegung als Martingal

ch;)Messbarkeit: 3) Martingalbedingung:
Da B; Fi-messbar ist, ist auctv; = exp( By ! % 2t) als stetige _ 1, _
Zusammensetzung; -messbarer Funktionef;-messbar. E(MijFs) = E(Ms exp( (Bi! Bs)! 5 “(t! s)iFs)) =
2) Integrierbarkeit: 1,
= M E(exp( (Bi! B))) expl 5 (t! 9)=
- 1
EGMa) - = E(exp( B) expt 5 ) = M, exp(% 2(t1 s) exp( % 2(t! s)= Msfs
C exp(} 2t) exp( 1 t)=1<1
2 2 (**) Bi! Bs N(O;t! s), verwende momenterzeugende Funktion
der NV.

() X N(; ) EExp( X)=exp( +3 232 ’

v
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chen Pfade
De nitionen
Selbstahnlichkeiten der Br “hen Bewegung
Brownsche Bewegung Brownsche Bewegung als Martingal

schen Pfade

Brownsche Trajektorien

levys Martingalcharakterisierung

Zwei Beispiel-Pfade eines Standard-Wiener-Prozesses

Satz 4.5.

SeiB = fB;gi=o €ein stochastischer Prozess in stetiger Zeit und
f Ftgi=0 seine natirliche Filtration. Dann ist B eine Brownsche i
Bewegung genau dann wenn

@ Bo =0 P-fs. ) M/w

@ Die Pfadet 7" B; sind P-f.s. stetig. i

. . . ,‘N
© fBigi>o ist ein Martingal bzgl.f F; g;>o. | 4
Q fB?! tgio ist ein Martingal bzgl.f Fyg;=o.
Bemerkung W B %
levys Charakterisierung ist ohne Normalverteilung.

Quadratische Variation der Brownschen Pfade en Pfade
Variation de

hen Pfade

Brownsche Trajektorien )

Variation der Brownschen Pfade

SeienT > 0 undt := % n2N;i=0;::n.

So erhalten wir eine Folgequidistanter Zerlegungen von;[0]:
O=tl<u< t)=T

Seinun "B = B(tf};)! B(t)8i=0;:mn! Ln2N.
Die Pfade der Brownschen Bewegung haben P-f.s. unendliche
Variation, also

Die Quadratische Variation der Brownschen Bewegung ist T, also X1
limsup j 'Bj=1:
N=2 iz
X1 X1 .
Jlim - ( NB)2 = T in L? bzw. lim E(C - ( NB)21 T)2)=0:
i=0 i=0
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hen Pfade
der Brownschen Pf;
Di er barkeit der Bro hen Pfade
arithmus
Brownsche Trajektorien en er B en Pfade

Variation der Brownschen Pfade

Quadratische Variation der B
Variation der Brownschen Pf:
N kei

Brownsche Trajektorien

Variation der Brownschen Pfade

Beweis

Man betrachte wieder di@quidistante Folge von Partitionety"
von vorhin. Diese edlen t" = Tﬁ 0.
Nun werden wir uns folgende Absaaung zu Nutze machen:

y(—l y(—l
i B> maxj 'Bj | Bj (1)
i=0 i=0
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chen Pfade

hen Pfade

Wegen (1) #ir ng statt n muss gelten, dass

rX—l
im  j M™Bj=1:

n-oo
i=0

Da wir nun eine Teilfolge haben, deren limes unendlich ist, gilt
dass der limsup unendlich ist, also:

-1
limsup j Bj=1:

Nn - oo

4
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Weiters gilt, da die Pfade von B f.s. stetig sind, dass:

n-ooi=0::: n

lim max j 'Bj=0 f:s:
Aus der Ma theorie ist bekannt, dass eine Folge, dieLi

konvergiert, eine f.s. konvergente Teilfolge hat.

rx—l
)9 Mk fim - j MBj2=T fs:
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chen Pfade

hen Pfade

Brownsche Trajektorien

Variation der Brownschen Pfade

Auf Grund dieser Eigenschaft der Brownschen Pfade kann man
Z T
f(t)dB(t)

nicht im Sinne des Riemann-Stieltjes Integrals au assen. Diese
Erkenntnis ist der Startschusaif die Theorie der It6-Integrale,
welche sich mit der &sung obiger Integrale besettigt.
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Quadratische iation der B en Pfade
Variation der Brov

Nirgends Di erenzi 3ro hen Pfade
Gesetz vom iterierten Logamhmus

G S
Brownsche Trajektorien nmeng 3 n Pfade Brownsche Trajektorien Nullstellenment

Nirgends Di erenzierbarkeit der Brownschen Pfade Gesetz vom iterierten Logarithmus

Dieses Gesetz soll die Oszillation der Brownschen Bewegung nahe

Wie wir bereits wissen, sind die Pfader” B:(! ), mit ! 2 fest, beit =0 und furt "1 beschreiben.

de nitionsgema f.s. stetig. Trotzdem gilt der folgende Satz:

Fur fast alle! 2 qilt:
Seif Bygi=o eine elr?dlmefnsmnale,"standard|5|erte Browr_lsche (1) lim sup Bi(!) @) liminf Be(!)
Bewegung. Dann sind die Pfade7" B; P-f.s. auf [Q1 ) nirgends t [0 t————"— t L0 T o 1ary e (L)
) X 2t log Iog(t) 2t log log(¢ )
di erenzierbar.
3 IlmsuppL 4) I|m L
2t loglog() 2t log log(t)

hen Pfade on de chen Pfade
en Pfade arkeit de hen Pfade

Brownsche Trajektorien Nullstellenmenge der B en Pfade Brownsche Trajektorien

Gesetz vom iterierten Logarithmus Gesetz vom iterierten Logarithmus

e Die Funktionen!+ ; 2t loglog(); t > 0 sind also jeweils die
obere bzw. untere Eindllende #ir den Brownschen Pfad bei
gro em t.

o Da diese Gesetze jeweils gleichzeitig gelten, bedeutet das,|dass
die Brownsche Bewegung f.s. in jedem noch so kleinen
Intervall (a; b) unendlich oft das Vorzeichen wechselt und (da
die Brownsche Bewegung ja f.s. stetig ist und somit dem
Zwischenwertsatz gergt) dort unendlich viele Nullstellen hat.

Abbildung: Brownsche Pfade mit ihren Eintlenden
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en Pfade

F ownschen Pfade
n L

Brownsche Trajektorien Brownsche Trajektorien lenmenge der Brownsch

Nullstellenmenge der Brownschen Pfade

Die Nullstellenmenge eines Pfade§" B;(! ), mit ! 2 fest,
einer 1-dim. stand. Brownschen Bewegung ist gegeben durch

N(')=1"ft O0:Bi(!')=0g2B([0;1)):

Danke

Satz 5.5.

Fur P-fast alle! 2 hat die NullstellenmengeN(! ) P-f.s.
folgende interessante Eigenschaften:

e Lebesguema 0

e abgeschlossen und in (0 ) keine isolierten Punkte, also ein
sogenannte perfekte Menge (daher augherabahlbar)

e keine inneren Punkte

D

o’
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