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Einleitung

o Modellierung des biometrischen Risikos
@ Todesursache und -zeitpunkt nicht vorhersehbar
@ Methoden der Stochastik
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung

Stationaritdtsbedingung

Ein unter einem Riskio stehendes Leben

Personengesamtheit (Kohorte oder Kollektiv)
Abnahme aufgrund eines Risikos ( Todesfallrisiko)

stochastisches Modell:

(Q,2(, P) ... Wahrscheinlichkeitsraum
T. >0 ...zukiinftige Lebensdauer eines x-J3hrigen
L(T«|P) ...Lebensdauerverteilung von T, unter P
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

Verteilungsfunktion

Definition

Die t-jahrige Sterbewahrscheinlichkeit eines x-J3hrigen,
in Zeichen ;qy, ist definiert durch die Verteilungsfunktion F,.

Fy: [0,00) — [0,1]

t — P(Txgt) = tqx
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

Uberlebensfunktion

Definition
Die t-jihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines x-Jihrigen, in
Zeichen ¢py, ist definiert durch die Uberlebensfunktion S,.

S¢: [0,00) — [0,1]

t — P(Te>t)=1-F(t) = epx
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

Sterbeintensitat

Definition

Die Sterblichkeitsintensitit eines x-Jahrigen im Alter x4t ist

definiert durch AN, L
1—F(-—0)

Ax: [0,00) — [0, 00)

— / T F —O)dFX

[0,]
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

Sterbeintensitat

Sterblichkeitsintensitat ~ mittlere Sterbewahrscheinlichkeit
im Zeitintervall (¢, t + A]
wobei A — 0

Momentansterblichkeit
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

Existenz einer Lebesgue-Dichte

£(Tx) < Alw(0,50))
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

Existenz einer Lebesgue-Dichte

Uberlebensfunktion als einfache Exponentialformel:

Se(t) = exp(~ /0 M(7)dr) = epy
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

wichtige Grolen

o wy =x+ F (1)
@ rechnerisches Hochstalter:
1
med(Ty) := FX_I(E)

@ zukiinftige Lebenserwartung:
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

wichtige Grolen

@ relative Momentansterblichkeit:

P(t< Ty <t+A)

AQx+t

P(Tyx > t)
t+A
ﬁ( d ein
_ e HS)ds s
t Px
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

Stationaritdtsbedingung

P(Txys >t) = P(Tx > s+ t|Tx >5) s,t,x>0

Zusatzinformation zur Verteilung eines Neugeborenen:

mittlerweile Alter s erreicht
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

Stationaritdtsbedingung

@ rechnerisches Hochstalter: 3 wg € [0, 00)
1
P(Ty>0)={ " X =%
0, x>uwo

@ Vereinfachungen beim Rechnen:
s+tPx = P(Tx > S)P(Tx > 5+ t|Tx > 5) = sPx tPx+s

s+tdx — sqdx = P(S < Ty <s+ t) = sPx tQx+s
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

Aquivalenzen zur Stationarititsbedingung

(a) <= (b)
(a) Stationaritatsbedingung

(b) w _{wo, x < wo

X, X 2> wp
und
Ax(t) = No(x + t) — No(x), x4+t <wg, x <wp
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Ein unter einem Risiko stehendes Leben
Beschreibung der Lebensdauerverteilung
Stationaritdtsbedingung

uivalenzen zur Stationaritdtsbedingung

Ay

A, ()

X X+t
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Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben Verte!Iung mit abhanglge.n Wahrschemll_ch_kelte_n
Verteilung mit unabhangigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Personengesamtheiten, deren Abnahme auf verschiedene Ursachen
J € U:={1,..., m} zuriickzufiihren ist

stochastisches Modell:

(2,2, P) ... Wahrscheinlichkeitsraum

T« >0 ...zukiinftige Verweildauer eines x-J3hrigen

Je C U ...zutreffende Kombination von Ausscheideursachen
£(Tx, Jx) ...gemeinsame Verteilung
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Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhangigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Beschreibung mit abhdngigen Wahrscheinlichkeiten

partielle Verteilungsfunktionen: t>0,0£CcU
Fxc:[0,00) — [0,1]
t — P(T <t J=0C)

Fuc=L(Tx|J=C) - P(J=C)
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Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhangigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Beschreibung mit abhdngigen Wahrscheinlichkeiten

kumulative partielle Ausscheideintensitat: 0£CcU

1
A Do ——dF,
x¢ / T A(0)9e
[0,1]
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Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhangigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Beschreibung mit abhdngigen Wahrscheinlichkeiten

(abhangige) partielle Ausscheidewahrscheinlichkeiten:
£9x(©) = Fy c(t) t>0,0#CcU
(abhangige) partielle Verbleibswahrscheinlichkeiten:

th(C) =1- th(C) t >0, 0 #zCCU
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Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Lebensdauerverteilung

Definition
Die zu (Tx, Jx) gehorige Lebensdauerverteilung ist die Verteilung
von T, mit der Verteilungsfunktion

Fee= D Fe

pACcU
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Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhangigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

totale t-jahrige Ausscheide- und Verbleibswahrscheinlichkeit

Definition
Die totale t-jahrige Ausscheide- und Verbleibswahrscheinlichkeit
zum Modell ist gegeben durch

tdx ‘= Fx(t) = Z th(C) tPx =1 — ¢qx
p£CcU
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Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhangigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Existenz einer Lebesgue-Dichte

L£(Tx) < Als(o,00))

Ausscheidemodell mit Lebesgue-Dichten:
t
/ foc(r)dr = P(s < Ty < t, ) = C)
S

partielle Ausscheideintensitaten:
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Verteilung mit abhangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhadngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Verteilung mit unabhdngigen Wahrscheinlichkeiten

Begriff unabhingige Ausscheidewahrscheinlichkeiten geht auf
Karup-Loewy zuriick

Modell arbeitet nur mit einer Zufallsvariable
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Verteilung mit abhangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhadngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Verteilung mit unabhdngigen Wahrscheinlichkeiten

Motivation:

jede Ausscheideursache = einer Lebensuhr T, ccu

T¢ sind unabhiangig
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Verteilung mit abhangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhadngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Lebensspanne

Definition

Die Lebensspanne £, := {t € [0,00)|Fx(t —0) < 1} = [0,w — x)
ist die Lebensdauer die einem x-Jihrigen noch verbleibt.
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Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhadngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (T, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Darstellung mittels unabhangiger Wahrscheinlichkeiten

Definition

Eine Darstellung des Ausscheidemodells £( T, Ji) mittels
unabhangiger Ausfallszeiten ist ein System stochastisch
unabhingiger [0, oo]-wertiger Zufallsvariablen T¢, ) = C C U,
wobei fiir jede Kombination C von Ausscheideursachen T¢ die
alleinige Wirkung dieser Kombination innerhalb der Lebensspanne
Ly :={t €[0,00)|Fx(t —0) < 1} beschrieben wird:

A7 (t) = A c(t), te £,
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Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (Tx, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Zusammenhang zwischen den Modellen (T, J,) und (T¢)

Satz (Karup-Loewy)

Sei £(Tx, Jx) ein Ausscheidemodell mit m Ausscheideursachen,
Héchstalter wy Lebensdauerspanne £,. Dann gilt:

(i) Es existiert eine Darstellung von £( Ty, J) mittels
unabhangiger latenter Ausfallszeiten T¢,() # C C U.

(it) Die Verteilungsfunktion Fr. von T¢ ist auf £, durch
1 — Fr.(t) = exp(—A,c(t)) eindeutig bestimmt.
(iii) Ist T = /\j Tj, dann ist die ,stoppende Lebensuhr” J, € U fast

sicher wohldefiniert und es gilt fiir alle j € U:
P(T <t,J«=j)= Fxc(t)

Karin Zimmermann Ausscheideordnungen in der Lebensversicherungsmathematik



Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (Tx, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Zusammenhang zwischen den Modellen (T, J,) und (T¢)

(iv) Ist wy = oo und A4 c(c0) = oo, dann kann T¢ endlich gewahlt
werden. Mit w, < oo gilt das fiir alle latenten Ausfallzeiten.
(v) Im Lebesgue-stetigen Fall £(Tx) < Als3([0,00)) kOnnen alle T¢
Lebesgue-stetig auf [0, c0) gewahlt werden. in diesem Fall
heift T¢, () # C C U eine dominierte Darstellung von
£( T, Jx) mittels unabhangiger latenter Ausfallzeiten. Fiir die
Ausscheideintensitaten gilt

)\TC - )\X,C
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Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (Tx, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Interpretation Karup-Loewy

ad (i) Es gibt immer eine Darstellung des Ausscheidemodells mit
Hilfe der latenten Ausfallzeiten

ad (ii) Die Verteilungsfunktionen sind eindeutig.

ad (iii) Es gibt also keine Mehrfachiibergange. Es tritt immer nur eine
Ursache zu einem Zeitpunkt ein. Und die Verteilung von
(Tx, Jx) (Ausscheidemodell) und (T, J) (stoppende Lebensuhr
= AuslGser) stimmen iiberein.

ad (iv) Bei endlichem Hochstalter sind alle Ausfallzeiten endlich.

ad (v) Die Ausscheideintensitdten A der latenten Ausfallzeiten
stimmen mit denen im Ausscheidemodell iiberein.
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Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben Verte!Iung mit abhanglge.n Wahrschelnll_ch_kelte_n
Verteilung mit unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten

Zusammenhang zwischen den Modellen (Tx, Jx) und (T¢)

Sei £(Tx, Jx) ein Ausscheidemodell mit m identifizierbaren
Ausscheideursachen, also

P(#h =1)=1

Dann existieren stochastisch unabhangige Zufallsvariablen
T; >0,/ € U, sodass

A7 (t) = A (1), te Ly

Karin Zimmermann Ausscheideordnungen in der Lebensversicherungsmathematik



Verteilung mit abhéangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (Tx, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Folgerung
Die Verteilungsfunktion Fr; von Tj ist auf £, eindeutig bestimmt:

1-— FTJ(I') = exp( - {_/}( )) Hq—>t (1 - AAX,{J'}(T))

| A\

Folgerung

Im Lebesgue-stetigen Fall kdnnen alle T; Lebesgue-stetig auf [0, co)
gewahlt werden und fiir die Ausscheideintensitaten gilt

>\T/ = )‘x,{j} f.u. auf SX
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Verteilung mit abhédngigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhadngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (Tx, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

unabhangige partielle Verbleibs- und
Ausscheidewahrscheinlichkeiten

Sei £(Tx, Jx) ein Ausscheidemodell mit mehreren
Ausscheideursachen und (T¢)g.ccu eine Darstellung mittels
unabhangiger latenter Ausfallszeiten. Dann heilen die durch die
Exponentialformeln

upl) = 1—4g{) = P(Te > 1) =
exp(—AL (1) TLrse (1~ DAy c(7))

definierten Wahrscheinlichkeiten ;’p)(f), ;’qff) die unabhangigen

partiellen Verbleibs- und Ausscheidewahrscheinlichkeiten.
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Verteilung mit abhangigen Wahrscheinlichkeiten
Verteilung mit unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen den Modellen (Tx, Jx) und (T¢)

Ein unter konkurrierenden Risiken stehendes Leben

Stationaritdtsbedingung

P(Tyss > t, s =C)=P(Tx >s+t,Jy=C|Tx >s)

s, t,x>0,0£ACcCcU

in Zimmermann Ausscheideordnungen in der Lebensversicherungsmathemati



Gruppenerloschung beim ersten Ausscheiden
Gruppenerléschung in Abhéngigkeit der Lebenden

Mehrere unter einem Risiko stehende Leben Gruppenerléschung beim letzten Ausscheiden

Mehrere unter einem Risiko stehende Leben

m unabhangige Zufallsvariablen T,,,..., Ty, >0
xi>0,ie{l,...,m}

nur unter dem Todesfallrisiko stehende Gruppe

Stationaritatsbedingung erfiillt
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Gruppenerloschung beim ersten Ausscheiden
Gruppenerléschung in Abhéngigkeit der Lebenden

Mehrere unter einem Risiko stehende Leben Gruppenerléschung beim letzten Ausscheiden

Gruppenerléschung beim ersten Ausscheiden

Gruppe aktiv, solange alle Personen am Leben sind

zukiinftige gemeinsame Lebensdauer der Gruppenmitglieder ist

t-jahrige gemeinsame Uberlebenswahrscheinlichkeit gilt

m m

tPxy..xm - — P(Txl...xm > t) - H P( Tx,- > t) - H t Px;
i=1 i=1
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Gruppenerloschung beim ersten Ausscheiden
Gruppenerléschung in Abhéngigkeit der Lebenden

Mehrere unter einem Risiko stehende Leben Gruppenerléschung beim letzten Ausscheiden

Gruppenerléschung beim ersten Ausscheiden

t-jahrige Ausscheidewahrscheinlichkeit

m

tAxy..xm - — Fxl...xm =1- tPx1..xm — 1-— H (1 - th,-)
i=1

Verteilungsfunktion der zukiinftigen gemeinsamen Lebensdauer

m

Faoom = Y (1)1 > Fu, (£) . Fy (1)

k=1 {in<-<ik}cA{L,...,m}

kumulative gemeinsame Ausscheideintensitat ist definiert durch

1
Ax xm(E) = / de e Xm
vom(0) 0,81 Fxxm(-—0) 7
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Gruppenerloschung beim ersten Ausscheiden
Gruppenerloschung in Abhédngigkeit der Lebenden

Mehrere unter einem Risiko stehende Leben Gruppenerléschung beim letzten Ausscheiden

Gruppenerloschung in Abhangigkeit der Lebenden

Gruppe aktiv, solange mindestens / der m Individuen am Leben sind

P = P(Tgrse > t)

genau / der m unabhingigen Personen liberleben die Zeit t

I
thlui.Ll = P(Toe > t, T o < 1)

X1.--Xm
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Gruppenerloschung beim ersten Ausscheiden
Gruppenerloschung in Abhédngigkeit der Lebenden

Mehrere unter einem Risiko stehende Leben Gruppenerléschung beim letzten Ausscheiden

Satz (Schuette-Nesbitt-Formel)

Seien m € N, {A1,...,An} C 2 und eine nur von der Anzahl der
eingetretenen Ereignisse N(w) := #{ilw € A;} abhangige

Zufallsvariable
m
C= Z ¢i-Lin=py
i=0
gegeben.

Dann gilt fiir ¢ := (co,...,cm)", So:=1

E(C)=) (Akc)o- Sk

k=0
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Mehrere unter einem Risiko stehende Leben

Gruppenerloschung beim ersten Ausscheiden
Gruppenerloschung in Abhédngigkeit der Lebenden

Gruppenerléschung beim letzten Ausscheiden

wobei E(ck) := cky1 der ,Backshiftoperator” ist und

Sk = Z

{h<-<ig}cA{1,...

und der , Differenzenoperator”

A USRS R

A(Co, 000

so definiert sind.

7m}

ccm)! = (a —c,...

P(ApN---NA;)

yCm — Cm—l)T

Karin Zimmermann
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Gruppenerloschung beim ersten Ausscheiden
Gruppenerloschung in Abhédngigkeit der Lebenden

Mehrere unter einem Risiko stehende Leben Gruppenerléschung beim letzten Ausscheiden

aus der Schuette-Nesbitt-Formel folgt:

tsk = Sk = Z th,'l e th,'k
{h<-<ix}cA{1,..,m}

P = P(Tge > 1)
= S (Y s
k=0
Pyt = P(Tos >t T < 1)
- m_l<1)k(kj’) S
k=0
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Gruppenerloschung beim ersten Ausscheiden
Gruppenerléschung in Abhéngigkeit der Lebenden

Mehrere unter einem Risiko stehende Leben Gruppenerléschung beim letzten Ausscheiden

Gruppenerloschung beim letzten Ausscheiden

Gruppe aktiv, solange genau eine Person am Leben ist

P = N (~1)F k- S

k=1

m
tPxtXm = tPxixm Xm Z “tSk
k=1
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Sterbegesetze

Sterbegesetze

Philosophen im 17. und 18. Jahrhundert

Versuche, die Sterblichkeit in einfachen Formeln zu beschreiben
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Sterbegesetze

De Moivre

Ty ~ Uni(0,w — x)

Dichte: gx(t) = ! fur t € [0,w — x]

w—X

w—x—1t
th:P(TX>t):ﬁ

Ax(t) = — log tpx = log(w — x) — log(w — x — t)
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Sterbegesetze

Gompertz

exponentieller Anstieg der Sterblichkeitsintensitat

A (t) = B Xt mit Parametern B >0, ¢ > 1
t B x+t _ ~x 1
/\X(t) :/ )\X(T)dT = Iogc(c ¢ )’ ¢ #
0 Bt, c=1

Py = exp(b’gc(cx_chrt)7 c#1
tFx —
exp(—Bt), c=1
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Sterbegesetze

Makeham

exponentielles Wachstum der Ausscheideintensitdt und
altersunabhingigem Anteil (,,Grundrisiko")

A(t) = A+ B o5t
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Weibull

Sterbegesetze
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Sterbegesetze

Gumbel

technisch einfacher Verteilung von log T zu betrachten

X ist Gumbel-verteilt mit Parametern m € R und ¢ > 0

= P(X < x) = exp (—e~<x—m))

Zusammenhang mit Weibull-Modell:

T ~ Weibull(a, b) < —log T ~ Gumbel(— log a, b)
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Vielen Dank!
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