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Bewertung mit Risikostreuung

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Gesetz der GroBen Zahlen

@ erste Version des Gesetzes vom Schweizer Mathematiker
Jakob Bernoulli

@ wichtige Rolle im Versicherungsgeschaft
@ erlaubt ungefdhre Einschitzung des Schadenverlaufes

@ Gesetz nimmt an Genauigkeit zu, je groBer die Menge der
Versicherten ist

o bei GroBereignissen (Naturkatastrophen etc.) teilweise
unbrauchbar

Zvonarich Marko Zinstheorie in der Versicherung



Bewertung mit Risikostreuung

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Porfolio eines Versicherten

@ Betrachten ein Portfolio von I identischen n-jahrigen
Erlebensfallvertragen mit VS 1. I fiir t > 0 ist die erwartete
Anzahl der Lebenden mit x + t Jahren.

@ Standardannahmen: Versicherungsnehmer [, im Alter x und
zum Zeitpunkt 0 sind die Restlebenszeiten gegeben durch
T, ... Tk

o Alle haben die gleiche Uberlebenswahrscheinlichkeit:

ePx = 5t = exp(— Jy ul(x + u) du) )
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Bewertung mit Risikostreuung

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Porfolio eines Versicherten

@ Sterblichkeitsintensitdt p ist deterministische Funktion
e Einfiihrung des Indikators /i<, der i-te Versicherungsnehmer
iiberlebt n- Jahre
@ Das Verhiltnis zwischen den Uberlebenden zum Zeitpunkt n
und Versicherungsnehmern /, die den Vertrag zum ZP 0
abgeschlossen haben schreibt man:
i ZfX:]_ /Ti>n

dies konvergiert wegen des Gesetzes der GroBen Zahlen gegen:

Elltis,] = P(T! > n) =, p = b= J
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Bewertung mit Risikostreuung

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Porfolio eines Versicherten

@ Die Unabhangigkeit der VN ist ausschlaggebend fiir die
Konvergenz

@ Unterschied zwischen unsystematischen - und systematischen
Sterberisiko:

@ Systematisches Risiko: Hangt mit den Konsequenzen der
stochastischen Anderung in der Sterbeintensitdt zusammen,
kann nicht eliminiert werden

@ Unsystematisches Risiko: Hangt mit der versicherten
Lebensdauer zusammen, kann mit der VergroBerung des
Portfolios vermieden werden
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Bewertung mit Risikostreuu

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Aufzinsungsfaktoren

Einflihrung folgender Faktoren:

@ i konstante Zinsrate

o r=In(1+/) Zinsintensitit, kann als Zinsrate fiir stetige
Verzinsung interpretiert werden

e " =(1+/) einjahrige Aufzinsungsfaktor

o e =(1+17)"=S5(t) tjihrige Aufzinsungsfaktor
entspricht der Differentialgleichung: %S(t) = rS(t) mit der
Anfangsbedingung S(0) =1
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Bewertung mit Risikostreuung

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Diskontierungsfaktoren

@ v=-e¢e"" einjdhrige Diskontierungsfaktor

o vi=(14/)"t"=e" t- jahrige Diskontierungsfaktor
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Bewertung mit Risikostreuung

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Aufzinsungsfaktoren

@ anderer Fall: i nicht konstant

e Bendtigen die Faktoren i(s) und r(s), die der jihrlichen
Zinsrate bzw. der Zinsintensitat im Jahr s entsprechen

o nun gilt durch (14 i(s)) = e'®), dass

S(t) = (1 +i(s))...(1 +i(t)) = exp(3__; r(s)) |
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Bewertung mit Risikostreuung

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Aufzinsungsfaktoren

@ Angenommen der Zinssatz dndert sich &fters als einmal im
Jahr, wird folgender Faktor bendtigt:

@ r(u) ist die Zinsintensitat zu einer bestimmten Zeit u
@ Den neuen Aufzinsungsfaktor erhalten wir durch:

d

e (t) = r(t)5(t)

e Fiir das Anfangswertproblem S(0) = 1 erhalten wir nun

= exp(f0 ), du) als Aufzinsungsfaktor bzw.
S(t) = exp(— fo ), du) als Diskontierungsfaktor
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Bewertung mit Risikostreuung

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Verlust des Versicherers

@ betrachten nun ein Portfolio von I n - jahrigen
Erlebensversicherungen, die mit einer Einmalpramie 7(0) zum
ZP 0 bezahlt werden

o Der Barwert der Leistung zur Zeit 0 ist S(n)~Y/.p, und die
Pramie ist gleich /,w(0)

Der Barwert des Verlustes kombiniert mit dem Portfolio ist
nun gegeben als:

L= leynS(n)~t — I7(0) J

@ Die Pramie ist angemessen falls L = 0 ist.
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Bewertung mit Risikostreuung

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Verlust des Versicherers und Aquivalenzprinzip

o Fiir S(n) deterministisch, gilt fiir die Aquivalenzpramie mit
S(t) = exp(fy r(u), du):

7(0) = lx*" exp(— [y r(u)du) = ppxexp(— [y r(u)du)

die dem Barwert der Leistung entspricht
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Bewertung mit Risikostreuung

Gesetz der GroBen Zahlen

Portfolio eines Versicherten

konstante Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
variable Diskontierungs - und Aufzinsungsfaktoren
Verlust des Versicherers und das Aquivalenzprinzip

Verlust des Versicherers und Aquivalenzprinzip

@ Sterberisiko ist vermeidbar, falls die versicherten Leben
unabhingig sind und man die GréBe des Portfolios anhebt.

o Die Beseitigung des Diskontierungsfaktors S(n)~! ist jedoch
nicht moglich falls S(n) zufillig ist.

@ Vermeidung des Risikos der zukiinftigen Entwicklung des
Zinssatzes durch: Nullkuponanleihen (Zero Coupon Bonds).
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Anleihen

Nullkuponanleihe
general Bonds

Nullkuponanleihe

@ Es handelt sich um verzinsliches Wertpapier in Form einer
Anleihe

@ keine laufenden Zinsenauszahlung, am Ende der Laufzeit
erfolgt eine Auszahlung, Gewinn aus gestiegenen Verkaufspreis
am Ende der Laufzeit

Zvonarich Marko Zinstheorie in der Versicherung



Anleihen

Nullkuponanleihe
general Bonds

Nullkuponanleihe

Eine Nullkuponanleihe mit Falligkeit T ist ein Vertrag, der eine
Einheit zum Zeitpunkt T ausbezahlt. Der Preis im Intervall
t € [0, T] ist gegeben als P(t, T) mit P(t,t) =1
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Anleihen

Nullkuponanleihe
general Bonds

general Bond

@ Eine Anleihe, ausgestellt zum Zeitpunkt 79 mit Zahlungen
Cg, .-+, Cp zu den Zeiten 73 < ... < 7,. Der Wert einer solchen
Anleihe zur Zeit t > 79 ist gleich

P(t) = > irse P(E,Ti)Ci )

o dies ist der einzige Preis, der nicht zur Moglichkeit eines
risikofreien Gewinnes fiihrt
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Anleihen

Nullkuponanleihe
general Bonds

Beispiele

o Annuity bond erhilt man falls:
man setzt ¢, = ¢ also konstant fiir alle k=1...n

@ Bullet bond erhilt man fiir L eine simple rate, und ein K
falls:
ck=L(rk — k1)K firk=1...n-1
und ¢ = L(mp — Th—1)K + K fiir k =n
e Eigentiimer zum ZP 7y die einfache Zinsrate L(7x — 7x—1) auf
K fiir [Tk—1,7«], zum ZP 7, wird K mit dem Zins fiir
[Th—1, Tn] zuriickgezahlt.
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Hedging mit Nullkuponanleihen Hedging

Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Definition

@ Hedgegeschaft: Finanzgeschaft zur Absicherung einer
Transaktion gegen Risiken z.B.Wechselkursschwankungen
oder Verdanderungen des Zinssatzes

@ Dem Hedgegeschift liegt die Absicht zugrunde, einen
gegenwartig als annehmbar empfundenen Preis wie z.B: einen
Zinssatz fiir die Zukunft festzulegen

@ Ein perfekter Hedge eliminiert jegliches Risiko, ist aber in der
Praxis fast unmoglich.
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Hedging mit Nullkuponanleihen Hedging
Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen

@ Angenommen, der Versicherer investiert zum ZP 0 in Ik
Einheiten einer n-Anleihe. Der Barwert des Verlustes des
Versicherers vom Portfolio von I, Erlebensfallversicherungen
ist gegeben als:

[ = (kynS(n)~t = Lw(0)) + Lr(P(0,n) —1-S(n)~1)) J
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Hedging mit Nullkuponanleihen
ines Portfolios von Erlebensversicherungen
nes Portfolios von Risikoversicherungen
Hedgmg eines Portfolios von Risikoversicherungen

Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen

o 1.Teil der Gleichung entspricht dem Barwert des Verlustes
ohne die n-Anleihen, und der 2. Teil den Barwert des Verlustes
zum ZP 0 vom Kauf von Ik n-Anleihen um den Preis P(0, n)
falls man die Terme etwas umordnet erhdlt man:

L = (heyn — kw)S(n)~ + I (xP(0, n) — w(0))
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Hedging mit Nullkuponanleihen Hedging
Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen

lx+n —

o 1. Teil ist gleich 0 falls kK = " = nPx
2. Teil gleich 0 falls 7(0) = ,pxP(0, n) wobei 7(0) die
angemessene Pramie ist, der Preis zum ZP 0 einer
Nullkuponanleihe mit Falligkeit n mult. mit
Uberlebenswahrscheinlichkeit

@ Im Portfolio mit Iy Versicherungsnehmern sollte der
Versicherer Iy npx = Ix4+n Anleihen kaufen, was wiederum der
erwarteten Anzahl von Uberlebenden entspricht

Zvonarich Marko Zinstheorie in der Versicherung



Hedging mit Nullkuponanleihen Hedging

Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen

@ Der Wert der Anleihe zur zukiinftigen Zeit t die zum
Zeitpunkt 0 gekauft wurde ist gegeben durch:

lenpx P(t, n) = Ly nP(t, n)
@ Wiederholung des Arguments zur Ermittlung des Preises zur
Zeit t fiir jeden der /4 librigen Versicherungsnehmer.

Marktwert zur Zeit t der garantierten Zahlungen, verbunden
mit diesen /1 Erlebensversicherungsvertragen gegeben durch:
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Hedging mit Nullkuponanleihen Hedging
Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen

/x+t n,ththP(t, n) = lx+n’D(t7 n)

@ Dies zeigt nun, dass der Marktwert der Verpflichtungen genau
gleich ist, wie der Wert der assets zu einer Zeit fiir jede
Entwicklung des Wertes der Nullkuponanleihen.
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Hedging mit Nullkuponanleihen q
ging P Hedging

Hedging eines Portfolios von Erlebensversicherungen

Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

@ Betrachten wir ein Portfolio von I, Risikovertrdgen, wobei die
Anzahl der Toten im Jahr t, also x + t- jahrigen betrachtet
zum Zeitpunkt 0 gegeben ist durch:

dyt+t = Ikt — Ix+t4+1, wobei die Versicherungssumme am
Ende des Jahres zu entrichten ist.

@ Das Unternehmen muss in Nullkuponanleihen investieren,
genauer zum ZP 0 in /xx(t) - t Anleihen mit dem Preis
P(0, t).
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Hedging mit Nullkuponanleihen

ines Portfolios von Erlebensversicherungen
ines Portfolios von Risikoversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Der Verlust ist nun gegeben durch:

|~z

( t=1 dhet-15(t) ™ — hem(0))+h 305y K(£)(P(O, 1f)—l'-‘J(i‘)l)J
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Hedging mit Nullkuponanleihen

ines Portfolios von Erlebensversicherungen
ines Portfolios von Risikoversicherungen
Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

Hedging eines Portfolios von Risikoversicherungen

@ Durch Umformen erhalt man

L =370 (dere—1 — hens())S(8) 7 + k(32 6(1)P(0, £) — 7(0)) |

@ wobei wieder der erste bzw. der zweite Teil 0 sind, falls:

K(t) = dXJ;Xt_l = (t—1)]19x = t—1Px Qx+t—1
bZW.7T(0) = Z:Zl (t_l)‘quP(O, t)
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Yield curves

Yield curves

@ Der laufend zusammengesetzte Nullkupon - yield (spot rate)
R(t, T)ftir den Zeitraum [t, T] ist definiert als:

R(t,T) = —+;log P(t, T) J

@ nun folgt, dass der Preis der Nullkuponanleihe in Form des
laufend zusammengesetzten Nullkupon - yields geschrieben
werden kann:

P(t, T) = exp(—R(t, T)(T — t)) J

Zvonarich Marko Zinstheorie in der Versicherung



Yield curves

Yield curves

@ Diese Gleichung kann als Diskontierungsfaktor im Intervall
[t, T], zum konstanten Zinssatz R(t, T) interpretiert werden

@ Die Zinsintensitdt hangt vom Preis der Nullkuponanleihe zum
Zeitpunkt t ab.

e Die Zinsstruktur zum Zeitpunkt t (die zero coupon yield
curve) ist gegen durch die Abbildung:

h— R(t,t+ h) J
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forward rate

Zinsen ;
Simple rates

Definition

e Die forward rate (Terminzins) ist jener Zinssatz, der zur Zeit
t (heute) fiir eine zukiinftige Investition zur Zeit T’ vereinbart
wird und zur Zeit T endet. Wir betrachten also Zeit von
0<t<T <T.

@ Die laufend zusammengesetzte forward rate zum Zeitpunkt t
fiir den Zeitraum [T’ T] ist definiert durch:

. | P(t,T)fI P(t,T’)
f(t, T/, T) = -850 28
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forward rate

Zinsen ;
Simple rates

Definition

@ Das Verhiltnis zum Zeitpunkt t zwischen dem Preis einer
T-Anleihe und einer T' Anleihe ist gegeben durch:

PT) — exp(—F(t, T/, T)(T — T') |
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forward rate

Zinsen ;
Simple rates

Sofortige forward rate

@ Die sofortige forward rate zum Zeitpunkt t fiir die Zeit T ist
definiert als:

(¢, T) = —% log P(t, T) J

@ Durch Umformungen erhalten wir:

P(t, T) = exp(— ft (t,7)d7) J

@ Man sieht nun den Zusammenhang zwischen der sofortigen
forward rate und der Nullkuponanleihe zum ZP t.
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forward rate

Zinsen Simple rates

Definition

@ Als Alternative zu den laufenden zusammengesetzten Zinsen,
betrachten wir die simple forward rate und simple spot
rate (einfache Termin - und Kassazinsen)

@ Unterschied zu laufenden zusammengesetzten Zinsen:
ehemalige Zinsen werden in der Berechnung der neuen Zinsen
nicht beriicksichtigt

o Fiir Kapital P zum ZP 0 mit einfacher Zinsrate L fiir einen
Zeitraum [s, t] ergibt sich der Zins: PL(t — s)
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forward rate

Zinsen Simple rates

Definition

@ Die simple spot rate oder LIBOR spot rate ist gegeben
durch:

P(t,T)—1
Lt T) =~ apen ]

und die simple forward rate durch fiir den Zeitram [T’, T]
zum Zeitpunkt t

P(t,T)—P(t,T’
L(t, T, T) =~ ((;_%/)Pg,r)) J
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forward rate

Zinsen Simple rates

Definition

@ nun folgt aus der Definition der simple spot rate:

L(t, T(T —t)P(t, T)=1—P(t,T) J

@ Der rechte Teil ist genau der Ertrag im Zeitraum [t, T| vom
Kauf einer T-Anleihe mit Preis t zum ZP T, und vom Einldsen
des Betrages 1 zum ZP T

@ Der linke Teil ist jener Anteil, der im Zeitraum [t, T] in

Kombination mit der Investition von P(t, T unter der
konstanten simple rate L(t, T) anfillt.
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Marktwert
Marktwert

Marktwert garantierter Zahlungen

o Wir betrachten n -jahrige Erlebensversicherung mit
Erlebensbetrag 67(0)

e falls Tod vorher eintritt b7, stetige Pramie 7

o Vertrag beginnt zum ZP 0, also im Alter x des
Versicherungsnehmers.

o Marktwert der Zahlungen fiir den Uberlebensfall:
ba(O)P(t7 n)n—tpx+t J

@ Marktwert fur Ablebensfall:

pad ft (t,5)s—tPxrtp(x + s)ds J
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Marktwert
Marktwert

Marktwert garantierter Zahlungen

@ Marktwert fiir zukiinftige Pramie:

Wftn P(t, S)S—tpx+td5 J

o falls man diese drei Ausdriicke zusammensetzt gilt folgender
Marktwert:
VE(0,t) =
ba(O)P(t> n)n—th—H‘ + ftn P(tv S)S—tpx—‘rt(#(x + s)bad - 7T)d5 ’

@ wobei V&(t) der Marktwert der garantierten Zahlungen zum
ZP tist
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Marktwert
Marktwert

Marktwert garantierter Zahlungen

@ fiir r und p deterministisch gilt fiir Nullkuponanleihe:

P(t,s) = exp(— fts r(7)dT) J
o falls wir oben einsetzen:

VE(t,u) = b2(t)exp(— [ r(T)dT) n—uPxtu
+ f; exp(— fus r(7)d7) s—uPx+u(p(x + S)bad —m)ds

Zvonarich Marko Zinstheorie in der Versicherung



Einfiihrung
el zur Arbitrage
gehandelte Assets und Information
Investmentstrategie und Werteprozess
Arbitrage-free pricing Kostenprozess

Definition

@ Darunter versteht man Preise, die keine Arbitrage Moglichkeit
bieten.

@ Die Preise der gehandelten Assets sollen keine risikofreien
Gewinne ermoglichen

@ Asset steht in diesem Kapitel fiir Aktien, Anleihen sogar fiir
Sparkonten
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Einfithrung

Beispiel zur Arbitrage

gehandelte Assets und Information

Investmentstrategie und Werteprozess
Arbitrage-free pricing Kostenprozess

Definition

@ Betrachten zwei gehandelte Assets: SO und S, deren Wert
zum ZP 0 iibereinstimmt, daher: S°(0) = S(0) und
angenommen wir wissen mit Wahrscheinlichkeit 1, dass
SO(T) > SYT) und P(S%(T) > SYT)) >0

@ kaufe nun zum ZP 0 eine Einheit des 0. Assets, und verkaufe
zugleich eine Einheit des 1.Assets

o dies fiihrt nun zum Fall, dass V = S9(T) — S}(T) > 0 wobei
gilt: P(V>0)=1und P(V>0)>0
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Einfithrung

Beispiel zur Arbitrage

gehandelte Assets und Information

Investmentstrategie und Werteprozess
Arbitrage-free pricing Kostenprozess

Definition

@ Betrachten in diesem Kapitel einen Finanzmarkt mit zwei
gehandelten Assets, deren Preise S°(t), SY(t) zum ZP t
bekannt sind

@ die Preise zum ZP u sind nicht bekannt, und werden durch die
Zufallsvariable (S°(u), S*(u)) beschrieben

o der Werteprozess fiir den Asset i in diskreter Zeit ist gegeben
durch: §' = (Si(t))te{o’le} und ist ein stochastischer
Prozess

o man fiihrt eine Filtration (F(t)):eo,1,...,7))um die Ubersicht
der Information zum ZP t zu behalten. Fiir t < u gilt:

F(t) € F(u)
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Einfithrung

Beispiel zur Arbitrage

gehandelte Assets und Information

Investmentstrategie und Werteprozess
Arbitrage-free pricing Kostenprozess

gehandelte Assets und Information

@ mathematisch gesehen ist eine Filtration eine wachsende Folge
von o - Algebren

e S’ heiBt adaptiert zur Filtration F falls der Wert des i-ten
Assets zum ZP t Teil der Information F(t) ist.

o S(t) ist dann F(t) messbar

@ ein Stochastischer Prozess heiBt vorhersehbar falls sein Wert
zum ZP t bereits zum ZP t — 1 bekannt ist

@ wir sehen nun, dass jeder vorhersehbar Prozess adaptiert ist
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Einfithrung

Beispiel zur Arbitrage

gehandelte Assets und Information

Investmentstrategie und Werteprozess
Arbitrage-free pricing Kostenprozess

gehandelte Assets

@ Angenommen S(t) ist ein Sparkonto mit periodischem

Zinssatz i(t) fir (t — 1], so dass
SOt) = (1+i(1)) - -~ - (1+i(t))

wobei (i(t))¢eq1,...,7) auch ein stochastischer Prozess ist

o Nun konnte zum Beispiel S der Wert einer Nullkuponanleihe
sein. Den Prozess S°(t) kdnnen wir als Diskontierungsfaktor
festlegen, und konnen weiters die diskontierten Preis-Prozesse
X(t) und X°(t) einfiihren, wobei:

X(0)= 5 wnd X0 = 5 =1
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Einfithrung

Beispiel zur Arbitrage

gehandelte Assets und Information

Investmentstrategie und Werteprozess
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Investmentstrategie

o Eine Investmentstrategie ist ein zweidimensionaler Prozess
h = (h°, h'), so dass h'(t) vorhersehbar, und h°(t) adaptiert
ist

e Das Paar h(t) = (h°(t), h*(t)) nennt man das Portfolio zur
Zeit t

@ Das Portfolio zum ZP t — 1 ist definiert als:

h(t — 1) = (h°(t — 1), h*(t — 1)) wobei
h(t — 1) Nullkuponanleihen sind und ein Kapital auf dem
Sparkonto mit einem Wert von h°(t —1)S%(t — 1)
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Werteprozess

@ Der diskontierte Wert des Portfolios h(t — 1) zum ZP t — 1,
wobei SO der Diskontierungsfaktor ist gegeben als:

V(t—1,h) = SOt — 1)~} (h'(t —1)SY(t — 1)+ AO(t — 1)SO(t — 1))
=h(t—-1)X(t—1)+h(t—1)

o wobei der Prozess (V/(t, h)):efo,1,..,7} als der diskontierte
Werteprozess bezeichnet wird
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Kostenprozess

@ Cost process wird eingefiihrt um die Verdnderung des
Werteprozesses zu beschreiben.

@ Er wird fiir die Konstruktion von Risiko-minimierenden
Strategien eingesetzt. Man geht folgendermaBen vor:

@ Betrachten das Intervall (t — 1, t], nach dem ZP t — 1 wird
das Portfolio h(t — 1) angepasst, sodass der Hedger nun h'(t)
Anleihen besitzt. Also auft man h'(t) — h'(t — 1) Anleihen.
Dies fiihrt zu den diskontierten Kosten:
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Kostenprozess

@ Dies fiihrt zu den diskontierten Kosten:
(hH(t) = b (t = 1))X(t - 1)
o Das neue Portfolio (h°(t), h*(t — 1)) wird bis zum ZP t
gehalten. Erhdlt den Gewinn von:

() (X(t) = X(t — 1))
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Kostenprozess

o SchlieBlich wird das Sparkonto h%(t — 1)S°(t) auf hO(t)S%(t)
geandert, woraus sich die zusatzlichen diskontierten Kosten
von hO(t) — hO(t — 1) ergeben.

@ Die Anderung im Wert des Investmentportfolios kann
geschrieben werden als:

V(t,h) — V(t —1,h) = (h*(t) — h*(t — 1))X(t — 1)
+h(t)(X(t) — X(t — 1)) + (h°(t) — hO(t — 1) J

@ Der erste und letzte Term stehen fiir die Kosten des Hedgers,
wahrend der zweite die Gewinne im Zeitraum (t — 1, t]
reprasentiert
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Kostenprozess

@ Der Kostenprozess der Strategie h ist nun:

C(t,h) = V(t, h) — YL, hi(s)AX(s) |

@ wobei wir benutzt haben, dass AX(s) = X(s) — X(s — 1).
Der Kostenprozess ist definiert als Wert der Strategie,
verringert durch das Handeln von Gewinnen. Der
Kostenprozess erfiillt folgende Relation:

V(t, h) = V(t—1, h)+ht(t)(X(t)—X(t—1))+(C(t, h)—C(t—1, h)) |
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Self-financing strategies und Arbitrage

@ man versteht darunter selbstfinanzierende Strategien, die
durch Veranderungen im value process - Werteprozess durch
das Handeln von Gewinnen erzeugt werden, dh. das Portfolio
wahrend der Periode nicht durch Kapitalab- oder
zuwanderung beeinflusst wird. Daraus folgt

V(t,h) = V(0,h) + >t hi(s)AX(s)
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Self-financing strategies und Arbitrage

e Kostenprozess ist konstant und gleich V/(0, h) Dies
charakterisiert die Selbstfinanzierungsstrategien in Form von
einem Kostenprozess

@ Arbitrage ist nun eine Selbstfinanzierungsstrategie h, sodass

V(0,h) =0, P(V(T,h)>0)=1 und P(V(T,h)>0)>0 |
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Aquivalente MartingalmaBe und Arbitragefreiheit

Aquivalente MartingalmaBe

@ Der Markt ist genau dann arbitragefrei, wenn es ein
dquivalentes MartingalmaB gibt.

e Martingal:
Sei X der diskontierte Preisprozess, das Verhiltnis zwischen
St und SO investiert zum ZP 0. Der erwartete Preis der
Anleihe zum ZP u ist EQ[X(u)] fiir das
WoahrscheinlichkeitsmaBl Q

@ Der erwartete, diskontierte Preis fiir eine Anleihe zum ZP u
unter Q ist gegeben durch:

EQ[X (u)|F(1)]
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Aquivalente MartingalmaBe und Arbitragefreiheit

Aquivalente MartingalmaBe und Arbitragefreiheit

@ Der Prozess wird nun Martingal genannt, gilt:
EC[X(u)|F(t)] = X(t)Vt < u
o falls X ein Markov Prozess ist gilt:
EQIX(u)X(1)] = X(t)
e Falls X(t) und X(u) diskontierte Preise einer Anleihe zur Zeit

t und zur Zeit u sind und wenn @ ein MartingalmaB ist,so
sind die Preise fiir t und u identisch.

@ Ein dquivalentes WahrscheinlichkeitsmaB Q ist dquivalentes
MartingalmaB, falls X ein Martingal unter Q ist.

o Die Existenz eines dquivalenten MartingalmaBes, schlieBt die
Moglichkeit zur Arbitrage aus.
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Modell fiir die spot rate

@ Angenommen die Veranderung bei einem Kassakurs wahrend
eines kleinen Zeitintervalls (t, t + At] kann approximiert
werden:

r(t + At) — r(t) = Ar(t) = v(t, r(t))At + o(t, r(t)) AW(t)

@ Wobei W eine Brown'sche Bewegung ist. Also hat sie
unabhdngige, normalverteilte Inkremente mit

W(t) — W(s) ~ N(0,t — s)
o und AW(t) als W(t+ At) — W(t) definiert ist
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Modell fiir die spot rate

Modell fiir die spot rate

@ Die obige Approximation ist nur fiir kleine Zeitintervalle giiltig:

dr(t) = v(t, r(t))dt + o(t, r(t))dW(t) |

dies kdnnen wir integrieren und kommen auf:

K(2) = r(0) + fif v(s, r(s))ds + [ (s, r(s))dW(s) |

o Das Sparkonto ist definiert falls S°(0) = 1 und
dSO(t) = r(t)SO(t)dt mit:

SO(t) = exp(fot r()dT) J
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Modell fiir die spot rate

Modell fiir die spot rate

@ Wir haben gezeigt: Die Preise der Nullkuponanleihe gleich
dem erwarteten Wert unter einem dquivalenten MartingalmaB
Q berechnet werden kdnnen.

@ Unter dem MartingalmaB Q nehmen wir an dass:

dr(t) = p(t, r(t))dt + o(t, r(t))dW(t) J

@ nun ist der Preis einer Nullkuponanleihe P(t, T') gegeben
durch:

P(t, T) = EQ[ 5| 7(0)] = ECfexp(— [, r(r)dr)| 7(1)] |

Zvonarich Marko Zinstheorie in der Versicherung



Modell fiir die spot rate in stetiger Zeit
Affine Modelle

Modell fiir die spot rate

Affine Modelle

@ Zinssatz-Modelle der Form
dr(t) = u(t, r(t))dt + o(t, r(t))dW(t) sind affin, falls:

p(t, r(t)) = a(t)r(t) + 4(t) und
o(t, r(t)) = V(t)r(t) +6(t)

@ wobei « etc. bekannt sind, also affine Funktionen von r fir
fixes t

@ Der Preis einer Nullkuponanleihe mit Falligkeit T ist:
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Modell fiir die spot rate

Affine Modelle

P(t, T)_EQ[exp ft r(7)dT)|F(t)] =
exp(A(t, T) — B(t, T)r(t))

@ A und B lgsen folgende Gleichungen:

3()(B(t, T))* = —1, ’
0

(¢, T)+a(t)B(t, T) —
(£)(B(t, T))?

7B 2
SAET) =B(8)B(t, T) — 5
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Modell fiir die spot rate

Beispiele

@ Vasicek und Cox-Ingersoll-Ross Modell

dr(t) = (b — ar(t))dt + cdW(t)

Cox-Ingersoll-Ross Modell

dr(t) = a(b— r(t))dt + o+/r(t)dW(t)
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