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1 Einleitung

Ein Versicherungsunternehmen, mit dem der Versicherungsnehmer einen Vertrag abge-
schlossen hat, gibt einen Teil des Risikos aus dem Versicherungsverhéltnis mit dem Versi-
cherungsnehmer an ein anderes Versicherungsunternehmen (=Riickversicherer) zu einem
entsprechenden Pramienanteil ab.

Dadurch schiitzt sich der Erstversicherer vor der Gefahr nicht kalkulierbare Schéden
zu erleiden. Auch gibt die Riickversicherung dem Erstversicherer die Moglichkeit Risi-
ken zu versichern, die wegen ihrer Hohe und Gefahrlichkeit seine wirtschaftliche Kraft
iibersteigen wiirden.

Es gibt zwei wesentliche Grundformen der Risikoteilung:

1. Bei der proportionalen Risikoteilung wird die Schadenvariable X (entweder die Scha-
denhohe pro Schadenfall oder Jahresgesamtschaden) in der Form

X=cX+(1-0X, 0<ec<1
in die beiden Teile ¢X und (1 — ¢) X aufgeteilt.

2. Bei der nichtproportionalen Risikoteilung wird die Schadenvariable X in der Form
X =min(X,a) +max(X —a,0), a >0

in das Erstrisiko min(X,a) und das Zweitrisiko maz(X — a,0) aufgeteilt.

Wihrend bei der proportionalen Risikoteilung stets beide Seiten involviert sind, ist bei
der nichtproportionalen Risikoteilung das Zweitrisiko nicht involviert, wenn die Teilungs-
grenze a vom Schaden nicht iiberschritten wird.

2 Griinde und Formen fiir eine Riickversicherung

Der Grund fiir das Funktionieren von Versicherung ist der sogenannte Ausgleich im Kol-
lektiv. Damit ist die Tatsache gemeint, dass die Zusammenfassung (Kollektiv, Portefeuille)
mehrerer nicht vollstdndig positiv korrelierter Risiken (Polizzen) zu einer Schadenver-
teilung und Pramieneinnahme fiithrt, die im allgemeinen gegeniiber jedem Einzelrisiko
vorteilhafter ist, weil sich im Kollektiv giinstige und ungiinstige Schadenverldufe der Ein-
zelrisiken ausgleichen kénnen. Der Ausgleich im Kollektiv verringert das Schétz- und Zu-
fallsrisiko des Versicherungsunternehmens, ein erhebliches Restrisiko verbleibt dennoch.

Wenn das Versicherungsunternehmen feststellt, dass seine (Netto-)Préamieneinnahme b,
seine Gesamtschadenverteilung G und sein Sicherheitskapital ¢ zu einer Sicherheitswahr-
scheinlichkeit G(b+ ¢) fiithren, die ihm zu niedrig ist, so kann es sich seinerseits Versiche-
rungsschutz kaufen bei anderen Versicherungsunternehmen oder bei dafiir spezialisierten
Riickversicherungsunternehmen.



Diese Moglichkeit, einen Teil der iibernommenen ungewissen Schadenkosten wieder durch
fixe Kosten zu ersetzen, wird RUCKVERSICHERUNG genannt. Sie ist in der Regel einfacher
als die Alternativen Erhéhungen der Pramieneinnahmne, Erhohung des Sicherheitskapi-
tals oder Verbesserung der Gesamtschadenverteilung und erlaubt es dem Erstversicherer,
auch Risiken zu akquirieren, die wegen ihrer Gréfie seinen Ausgleich eher verschlechtern.
Primér kann durch Riickversicherung eine Verringerung des versicherungstechnischen Ri-
sikos bewirkt werden. Anhand des Vergleichs mit den genannten Alternativen kann man
sagen, dass Riickversicherung eine Erhohung der Zeichnungskapazitit bewirkt oder als
Ersatz fiir eine Sicherheitskapitalerhohung angesehen werden kann.

Jedes Versicherungsunternehmnen, dass einem anderen Versicherungsunternehmen Versi-
cherungsschutz gewéhrt, wird in diesem Zusammenhang als RUCKVERSICHERER bezeich-
net, wihrend das Unternehmen, das die Originalpolizzen ausstellt, ERSTVERSICHERER
genannt wird.

In der Praxis hat fast jedes Versicherungsunternehmen Riickversicherungsvertrige mit
einem oder mehreren Riickversicherern abgeschlossen. Der Riickversicherer hat keine Ver-
tragsbeziehung mit den Versicherungsnehmern der bei ihm riickversicherten Polizzen, und
diese wissen auch nicht, ob sie riickversichert sind, denn der Erstversicherer ist auch bei
riickversicherten Polizzen weiterhin voll fiir Pramienfestsetzung und Schadenregulierung
zustandig.

2.1 Arten der Riickversicherung

Im Prinzip konnen sich Erst- und Riickversicherer Polizze fiir Polizze iiber Art und Um-
fang der Risikoteilung einigen. Meistens unterscheidet man aber zwischen FAKULTATIVER
und OBLIGATORISCHER Riickversicherung.

2.1.1 fakultative Riickversicherung

Einzelne Grolschdden werden zwischen mehreren Versicherungsunternehmen aufgeteilt.

2.1.2 obligatorsiche Riickversicherung

Der iiberwiegende Teil der Riickversicherung erfolgt innerhalb eines Vertrags zwischen
Erst- und Riickversicherer, in dem fiir alle im Vertragszeitraum im Portefeuille des Erst-
versicherers befindlichen Risiken festgelegt ist, welchen Teil der Risiken bzw. Schiaden der
Riickversicherer zu tragen hat und welche Préamie er dafiir erhélt.

Riickversicherungsvertrige laufen normalerweise ein Jahr und beziehen sich aus Griinden
der Transparenz meistens nur auf eine einzige Branche. Fiir die Aufteilung der Risiken
bzw. Schéden haben sich folgende fiinf Formen herausgebildet:

2.2 Formen der proportionalen Riickversicherung

1. Quoten-Riickversicherung: Der Riickversicherer iibernimmt einen festen, iiberall
gleichen Prozentsatz von allen Polizzen.



2.

2.3

Summenezxzedenten- Rickversicherung: Wéhrend das Aufteilungsverhéltnis ¢ : (1 —
¢) zwischen Erst- und Riickversicherer bei der Quoten-Riickversicherung bei allen
Risiken gleich ist, variiert es beim Summenexzedenten in Abhéngigkeit von der
Versicherungssumme v des jeweiligen Risikos derart, dass der Selbstbehaltsanteil
¢ = c(v) = min(vo/v, 1) betrigt, d.h. der Erstversicherer behélt Risiken mit Versi-
cherungssumme v < vy ganz selbst und beteiligt den Riickversicherer nur bei Risi-
ken mit Versicherungssummen iiber vy und zwar derart, dass der Riickversicherer
jeweils den Anteil iibernimmt, der der iiber vy hinausgehenden Versicherungssum-
me entspricht. Ansonsten ist alles wie bei der Quoten-Riickversicherung, d.h. pro
Risiko mit Versicherungssumme v werden Préamien und Schidden im Verhéltnis ¢(v)
zu 1 — ¢(v) aufgeteilt. Es handelt sich also um eine reine proportionale Risiko-
teilung, wobei aber der Selbsbehaltsanteil ¢(v) nicht in proportionaler Weise von
der Versicherungssumme v abhéngt. Durch Vereinbarung einer Summenexzedenten-
Riickversicherung wird eine Homogenisierung bzw. Stutzung der Versicherungs-
summen im Selbsbehalt des Erstversicherers bewirkt. Ublicherweise wird im Riick-
versicherungsvertrag noch die vom Riickversicherer zu iibernehmende Versiche-
rungssumme durch einen Maximalbetrag muvy begrenzt, d.h. der Riickversicherer
iibernimmt von einem Risiko mit Versicherungssumme v nicht den Anteil 1 — ¢(v),
sondern
min(1 — ¢(v), mvy/v) = min(maz(v — v, 0), mvg) /v

mit einem in der Regel ganzzahligen m > 1. Dadurch weifl der Riickversicherer be-
reits bei Vertragsabschluss, dass er pro Einzelschaden unabhéngig vom betroffenen
Risiko, auf keinen Fall mehr als den Betrag muv, zu bezahlen hat.

Formen der nichtproportionalen Riickversicherung

Einzelschadenexzedenten- Riickversicherung: Hierbei tragt der Erstversicherer von
allen Schiaden X, egal von welchem der unter den Vertrag fallenden Risiken, das
Erstrisiko min(X, ag) bis zu einem vereinbarten Hochstbetrag ag (=PRIORITAT)
selbst, wihrend der Riickversicherer den etwa iibersteigenden Teil max(X — ag,0)
zu zahlen hat, in der Regel ebenfalls nur bis zu einem vereinbarten Hochstbetrag
ay, also min(max(X — ap,0),a;). Ein etwaiger Schadenteil oberhalb ag + a;, also
max(X —ag—aq,0) geht wieder zu Lasten des Erstversicherers, falls nicht eine wei-
tere Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung mit Prioritdt ag + a; besteht. Bei
allen vom Riickversicherungsvertrag gedeckten Risiken gelten iiblicherweise diesel-
ben Betrige ap und a;. Damit ist die Aufteilung der Schiden geregelt. Die dem
Riickversicherer zustehende Pramie héngt von der vermuteten Anzahl und Hohe
der Schéden iiber ay sowie der Hohe von a; ab und ist letztlich Verhandlungssache.
Die Kalkulation von Pramien fiir Schadenexzedenten-Riickversicherungsvertriage ist
ein wichtiges Teilgebiet der Riickversicherungs-Mathematik.

. Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung: Diese Riickversicherungsform ist ana-

log zur Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung mit der Ausnahme, dass sich
der Schadenbetrag X, der der Prioritdt gegeniibergestellt wird, auf die Summe al-
ler Einzelschidden des Erstversicherers aus einem einzelnen Schadenereignis bezieht,
da sich z. B. bei einem Sturm oder einem Erdbeben gleichzeitig eine groflie Zahl



kleinerer Schiden ereignen kann, die zusammengenommen einen sehr hohen Betrag
ergeben konnen.

3. Jahresiiberschaden-Riickversicherung oder Stop Loss: Dies ist die Fortsetzung des
Prinzips der Schadenexzedenten-Riickversicherung vom Einzelschaden iiber den Ku-
mulschaden auf den Jahresschaden. Ubersteigt der Gesamtschaden S des Erst-
versicherers aus einem Jahr (und einer Branche) die vereinbarte Prioritét sg, so
iibernimmt der Riickversicherer den iibersteigenden Teil bis zu einer vereinbarten
Hochstgrenze si, d.h. der Erstversicherer tragt min(S, so) + max(S — so — $1,0),
der Riickversicherer min(maxz(S — so,0),$1). Wenn - wie in der Praxis meist der
Fall- Gesamtschidden oberhalb sg + s; sehr unwahrscheinlich sind, gewéahrt diese
Riickversicherungsform dem Erstversicherer offenkundig den umfassendsten Schutz,
indem sie sein Schadenpotential auf sy begrenzt, so dass das versicherungstechnische
Risiko fast vollsténdig auf den Riickversicherer iibergeht.

Die genannten Riickversicherungsformen werden - auch innerhalb einer einzelnen Branche
- hiufig miteinander kombiniert, um so Schutz gegen das Frequenzrisiko (durch Quote und
Kumulschadenexzedent oder Stop Loss) und das Grofischadenriskio (durch Summenexze-
dent und Einzelschadenexzedent) zu erreichen. Prinzipiell konnen in der Riickversicherung
beliebige Risikoteilungsformen vereinbart werden.

3 Entscheidung iiber Form und Umfang der Risiko-
teilung

Bei jeder Risikoteilung sind von beiden involvierten Seiten zwei prinzipielle Entscheidun-
gen zu treffen:

1. Die Form der Risikoteilung muss festgelegt werden, z.B. proportional X = cX +
(1 — ¢)X oder nichtproportional X = min(X,a) + mazx(X — a,0), und ob sich X
auf den Einzel-, Kumul- oder Jahresschaden bezieht.

2. Der Umfang der Risikoteilung muss festgelegt werden, z.B. bei rein proportionaler
Risikoteilung das Aufteilungsverhéltnis ¢ : (1 — ¢) oder bei rein nichtproportionaler
Risikoteilung die Héhe der Schadengrenze a.

In der Erstversicherung, insbesondere im Massengeschéft, werden praktisch nur genormte
Versicherungsvertriage angeboten, so dass der Entscheidungsspielraum des Versicherungs-
nehmers oft nur zwischen den Extrema ,,vollstindiger Risikotransfer” oder ,,vollstédndige
Risikoselbsttragung® besteht.

In der Riickversicherung sind die beiden Vertragspartner gleichberechtigt und schlieflen
miteinander eine individuelle Risikoteilungs-Vereinbarung ab, so dass tatséchlich weitge-
hend Entscheidungsfreiheit besteht.

Ein Riickversicherungsvertrag wird normalerweise fiir ein Jahr abgeschlossen und regelt
die Teilung des Jahresgesamtschadens S des Erstversicherers in einer bestimmten Ver-
sicherungssparte. Dabei wird ein Teil R, 0 < R < S, von S auf den Riickversicherer



transferiert zusammen mit einer Pramie b(R). Bezeichnet b die zu S gehérende, um
Akquisitions- und Verwaltungskosten gekiirzte Pramieneinnahme des Erstversicherers,
so hat dieser das betriebswirtschaftliche Ergebnis b — S vor der Riickversicherung mit
dem Ergebnis b — S — (b(R) — R) — k; nach Riickversicherung zu vergleichen, wobei k;
die durch die Riickversicherung eventuell zusitzlich verursachten (Verwaltungs-)Kosten
des Erstversicherers sind. (Alle Betriige seien auf den Zeitpunkt des Vertragsbeginn dis-
kontiert.) k; kann von Form und Umfang der Riickversicherung abhéngen.

Der Riickversicherer hat als betriebswirtschaftliches Ergebnis aus diesem Vertrag 0 vor
Vertragsabschluss und b(R)— R— ks nach Vertragsabschluss, wobei ks seine auf diesen Ver-
trag entfallenden Akquisitions- und Verwaltungskosten sind. b(R) muss also mindestens
so hoch sein wie E(R)+ ko, wenn der Riickversicherer nicht auf Dauer Verlust machen will.
Auch ko kann von Art und Umfang des Riickversicherungsvertrag abhéngen. Erst- und
Riickversicherer zusammen haben also nach Riickversicherung ein um k; + ks schlechteres
betriebswirtschaftliches Ergebnis als vor Riickversicherung.

Aus dieser Darstellung der Entscheidungssituation bei Riickversicherung ergeben sich
zwei Probleme:

1. Esist zu kldren, ob die durch Riickversicherung entstehenden zusétzlichen Transak-
tionskosten kg = kq + ko durch Synergieeffekte wieder wettgemacht werden koénnen.

2. Es ist ein Modell zu entwickeln, anhand dessen der Erstversicherer beziiglich ei-
nes konkreten Riickversicherungsvertrags entscheiden kann, ob die Variante ohne
Riickversicherung oder die Variante mit Riickversicherung - und wenn ja, welche -
fiir ihn giinstiger ist.

3.1 Modelle zur Bewertung von Risikoteilungen

Im Kapitel 2 wurde als Ursache der Riickversicherung die Tatsache genannt, dass verfiig-
bare Pramie und Sicherheitskapital des Erstversicherers nicht zu dem von ihm gewiinsch-
ten Sicherheitsniveau fiihren. Eine andere Moglichkeit als Riickversicherung wére die
Erhohung des Sicherheitskapitals. Daher liegt es auf der Hand, die Moglichkeit ,, Riick-
versicherung* mit der Alternative ,,Erhohung des Sicherheitskapitals® zu vergleichen. Bei
geeigneter Riickversicherung wird ein Teil des Schwankungszuschlags frei, der zur De-
ckung der Transaktionskosten ausreicht und nicht zu einer Erh6hung der Originalprédmie
fiihrt.

Dabei ist klar, dass sich der insgesamt vorteilhafte Transfer auch nur dann fiir jeden der
beiden Beteiligten lohnt, wenn der Original-Schwankungszuschlag so aufgeteilt wird, dass
jeder die bei ihm anfallenden Transaktionskosten und den nach Riskioteilung noch erfor-
derlichen Schwankungszuschlag decken kann. Es kommt also entscheidend auf die richtige
Bemessung der Riickversicherungspramie an: Sie muss mindestens so hoch sein, dass sie
Betriebskosten und Schwankungszuschlag des Riickversicherers deckt, aber hochstens so
hoch, dass dem Erstversicherer geniigend bleibt, um seinerseits Transaktionskosten und
Schwankungszuschlag erwirtschaften zu kénnen. Hier zeichnet sich ab, dass die Bemes-
sung der Riickversicherungsprimie eine duflerst wichtige Rolle spielt.



Das Portefeuille eines Erstversicherers konnte mit der Quoten - Riickversicherung so riick-
versichert werden, dass bei unveréindertem Kapital ein hoheres Sicherheitsniveau erreicht
werden konnte. Dies wére auch mit jeder anderen Riickversicherungsform moglich, da alle
Riickversicherungsformen im Prinzip Risikoteilungen jedes Umfangs zwischen , alles* und
,nichts“ zulassen. Natiirlich wird der Erstversicherer diejenige Riickversicherungsform
(R,b(R)) bevorzugen, die ihm bei gleichem Sicherheitsniveau den gréoften Anteil vom
Schwankungszuschlag lasst.

Mit den Bezeichnungen

S = Gesamtschaden des Erstversicherers vor Riickversicherung
b = um Akquisitions- und Verwaltungskosten gekiirzte Pramieneinnahme des
Erstversicherers
R = auf den Riickversicherer transferierter Teil von S
b(R) = Riickversicherungspréamie (inklusive Verwaltungskosten und Schwankungs-
zuschlag des Riickversicherers)
Q = S — R = Selbstbehalts-Gesamtschaden des Erstversicherers
b(Q) = b—b(R) = Selbstbehaltspramie

lautet das Entscheidungsprinzip des Erstversicherers (wobei zur einfacheren Darstellung
angenommen wird, dass die Transaktionskosten k; des Erstversicherers in b(R) stecken):

» Wihle R und b(R) moglichst so, dass fiir den Selbstbehalt @ = S — R das angestrebte
Sicherheitsniveau erreicht ist und das erwartete Selbstbehaltsergebnis b(Q) — E(Q) =
b—b(R) — E(Q) maximal ist.“

Dabei interessieren wir uns jetzt nur noch fiir die Wahl der geeigneten Riickversicherungs-
form und nicht mehr fiir die Frage, ob die Riickversicherung iiberhaupt vorteilhaft fiir
den Erstversicherer ist. Falls es (z.B. wegen hoher Riickversicherungspreise) einmal fur
den Erstversicherer keine vorteilhafte Riickversicherung geben sollte, muss er eben sein
Sicherheitskapital oder seine Pramieneinnahme erhéhen oder sich von einigen seiner Ri-
siken trennen oder das niedrigere Sicherheitsniveau voriibergehend akzeptieren.

Das Sicherheitsniveau bei gegebenen Sicherheitskapital ¢ haben wir bisher mittels des
Modells der einjihrigen Verlustwahrscheinlichkeit

P(S >b+c) bzw. P(Q > b(Q) + ¢)

quantifiziert. Unter der Annahme, dass S und Q normalverteilt sind und das der kalku-
latorische Gewinn b — E(S) bzw. b(Q) — E(Q) an die Kapitalgeber ausgeschiittet wird,
sind diese Wahrscheinlichkeiten gleich

1 — ®(c/Sta(S)) bzw. 1 — ®(c/Sta(Q)),

wenn ¢ die Standard-Normalverteilung bezeichnet. In diesem Fall ist das Erreichen ei-
ner bestimmten Verlust-Wahrscheinlichkeit gleichbedeutend mit dem Erreichen einer be-
stimmten (niedrigen) Varianz Var(Q) = (Sta(Q))* des Selbstbehalts-Gesamtschadens.
Zwar ist die Normalverteilung, insbesondere bei S, in der Regel nicht gegeben, doch ist
die Varianz auch ohne Normalverteilung ein intuitiv einleuchtendes Sicherheitskriterium
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und auferdem analytisch einfacher zu behandeln als die Gesamtschadenverteilung. Daher
ermoglicht das Varianzmodell

»Wihle R und b(R) moglichst so, dass die Selbstbehaltsvarianz Var(Q) das angestrebte
Niveau nicht {iberschreitet und das erwartete Selbstbehaltsergebnis b(Q)— F(Q) moglichst
grof ist.*

einige interessante allgemeine Aussagen.

Eine weitere Moglichkeit der Quantifizierung des Sicherheitsniveaus eines Portefeuilles
besteht in der sogenannten Ruinwahrscheinlichkeit, die ein kontinuierliches mehrjiahriges
Analogon zur einjéhrigen Verlustwahrscheinlichkeit ist. Dieses von der Risikotheorie ent-
wickelte Kriterium hat sich jedoch in der Praxis nicht etablieren kénnen. Da es auch
analytisch nicht so leicht in den Griff zu bekommen ist, wird - wenn iiberhaupt - meist
mit einer von Cramér/Lundberg stammenden Abschitzung gearbeitet. Dann kommt das
Kriterium aber sehr in die Néhe eines Spezialfalls des Nutzenmodells, das die von der be-
triebswirtschaftlichen Entscheidungstheorie bevorzugte Vorgehensweise ist. Hierbei wird
jedes mogliche Selbstbehaltsergebnis z = b(Q) — @ mit Hilfe der Nutzenfunktion u(x)
bewertet, fiir die /() > 0 (d.h. je hoher das Ergebnis, desto besser) und u”(z) < 0 gilt
(d.h. eine Erhohung des Ergebnisses um einen festen Betrag ist um so weniger erstrebens-
wert, je hoher das Ergebnis bereits ist: Risikoaversion). Das angestrebte Sicherheitsniveau
kommt in der speziellen Wahl der Nutzenfunktion u zum Ausdruck.

Geméaf dem Nutzenmodell wird die Riickversicherung so gewéhlt, dass der Erwartungs-
wert des Nutzens des resultierenden Selbsbehaltsergebnisses moglichst grof3 wird:

», Wihle R und b(R) moglichst so, dass bei gegebenem Sicherheitskapital ¢ und gegebener
Nutzenfunktion u die Nutzenerwartung F(u(c+ b(Q) — Q)) moglichst grof ist.*

Problematisch am Nutzenmodell ist die Tatsache, dass unklar ist, welche Nutzenfunk-
tion u der Erstversicherer seinen Entscheidungen zugrunde legen sollte. Zwar liefert die
axiomatische Fundierung der Nutzentheorie im Prinzip ein Verfahren, die Nutzenfunkti-
on eines rational handelnden Entscheidungstriagers zu ermitteln, doch sind entsprechende
Resultate fiir Versicherungsunternehmen nicht bekannt. Bei theoretischen Untersuchun-
gen ist die Familie der exponentiellen Nutzenfunktion

u(e) = (1—e ")/,

wobei der Parameter r > 0 den Grad der Risikoaversion angibt, beliebt, weil sie analytisch
besonders einfach zu behandeln ist. Aber statt den Grad der Risikoaversion r festzulegen,
ist es anschaulicher, das gewiinschte Varianzniveau oder die einjéhrige Verlustwahrschein-
lichkeit vorzugeben.

Schliellich ist noch anzumerken, dass das Modell mit der Verlustwahrscheinlichkeit und
das Varianzmodell jeweils folgende zur vorigen dquivalenten Formulierung besitzen:
Verlustwahrscheinlichkeits-Modell:

»Wihle R und b(R) moglich so, dass b(Q) — E(Q) ein angestrebtes Mindestniveau nicht
tiberschreitet und die Verlustwahrscheinlichkeit P(Q) > b(Q) + ¢) mdoglichst klein wird.*
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Varianz-Modell:

»Wihle R und b(R) moglichst so, dass b(Q) — E(Q) ein angestrebtes Mindestniveau nicht
unterschreiten und die Varianz Var(Q) moglichst klein wird.”

Auch das Nutzenmodell kann bei Beschrinkung auf exponentielle Nutzenfunktionen ana-
log umformuliert werden, derart, dass bei gegebenen Mindestnutzen die Risikoaversion
maximiert wird, dass die Formulierungen équivalent sind, iiberlegt man sich leicht mittels
Widerspruchsbeweise.

Die fiir diese Modelle ableitbaren allgemeinen Resultate sind sehr &hnlich, d.h. der Ver-
gleich zweier verschiedener Riickversicherungsvarianten fiihrt unter allen genannten Mo-
dellen im allgemeinen zum gleichen Ergebnis.

3.2 Einseitige Optimierung bei gegebenen Transaktionskosten

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die in der Riickversicherungspramie b(R)
steckenden Transaktionskosten bei der Riickversicherungsentscheidung eine wichtige Rol-
le spielen, und dass ihre Hohe dariiber entscheidet, ob ein Riickversicherungsvertrag aus
Sicht jedes Beteiligten iiberhaupt sinnvoll ist. Um gemé&f einem der vorgestellten Entschei-
dungsmodelle die optimale Riickversicherungsform aus Sicht des Erstversicherers finden
zu konnen, miisste fiir alle in Betracht kommenden Riickversicherungsformen die Hohe
der Transaktionskosten bekannt sein. In der Praxis ist das natiirlich eine unrealistische
Forderung. Dort kann der Erstversicherer allenfalls Angebote fiir einige wenige Varianten
einholen und stellt dann wahrscheinlich fest, dass selbst bei diesen wenigen Varianten die
Entscheidung sehr unsicher bleibt, weil er die (kiinftige) Verteilung seines Gesamtscha-
dens S - und damit auch von Q und R - gerade im relevanten Grofischadenbereich nicht
genau genug kennt.

Wenn man auf analytischen Weg zu Antworten kommen will, muss man von einem idea-
lisierten funktionalen Ansatz der Transaktionskosten ausgehen.

Zwei solche Ansétze werden in den beiden folgenden Sétzen geméfl dem Varianzmodell
analysiert. Dabei werden die Transaktionskosten als die Verdnderung

k(R) = b—E(S) - ((Q) - EQ))
— b(R) - E(R)

des erwarteten betriebswirtschaftlichen Ergebnisses vor bzw. nach der Riickversicherung
definiert, d.h. als der im Mittel durch Riickversicherung abflieende Betrag. (Das sind
formal nur die in Abschnitt 3 mit k5 bezeichneten Kosten, doch kann, solange wir nur die
Situation des Erstversicherers untersuchen, b(R) auch die durch Riickversicherung beim
Erstversicherer zusitzlich entstehenden Verwaltungskosten ki beinhalten.) Die beiden
folgenden Sétze geben eine explizite Losung fiir die Fille, wo fiir die Transaktionskosten
k(R) zum Beispiel k(R) = a; E(R), k(R) = aaSta(R) oder k(R) = azVar(R) gilt. Dabei
benutzen wir das Varianzmodell in der am Ende des vorigen Abschnitts angegebenen
Form, d.h. wir gehen von einem vorgegebenen Hochstniveau der Transaktionskosten k(R)
aus und minimieren die Selbstbehaltsvarianz Var(Q).



Satz(Borch, Kahn, Pesonen):

Sind die Transaktionskosten k eine bei allen Riickversicherungsformen R gleiche Funktion
g des Erwartungswertes E(R), d.h. k(R) = g(F(R)), so ist gemdfl Varianzmodell die
unlimitierte Stop-Loss-Riickversicherung optimal fiir den Erstversicherer.

Beweis:

Die unlimitierte Stop-Loss-Riickversicherung ist bei Gesamtschaden S und Prioritét a > 0
gegeben durch den Selbstbehaltsschaden @), = min(S,a) und den Riickversicherungs-
schaden R, = max(S — a,0). Sei (R,b(R)) eine beliebige Riickversicherungsform mit
Transaktionskosten k(R) = g(F(R)). Dann wihlen wir a so, dass F(R,) = E(R) und
damit auch k(R,) = k(R) gilt. Das ist stets moglich, da F(R,) stetig monoton fallend
in a ist mit F(Ry) = E(S) > E(R) und E(R,) = 0 < E(R). Es geniigt zu zeigen, dass
Var(Q,) < Var(Q) =Var(S — R) gilt.

Zunéchst nehmen wir an, dass sich der zu R gehorende Selbstbehaltsschaden Q = S — R
als Funktion @ = #(S5) des Gesamtschadens darstellen ldsst, wie dies auch bei Q, =
Qa(S) = min(S,a) der Fall ist. Mit der Verteilungsfunktion G von S gilt dann

BQ-af = [ (ts) - afdG(y

> [ ) - ardcie)
| = ardces) wegen @ <)
| (@uts) = apacts

= (Qa(s) — a)?dG(s)

Wegen F(Q,) = E(S) — E(R,) = E(S) — E(R) = E(Q) folgt daraus

Var(Q) = Var(Q —a) = E(Q - a)* — (E(Q — a))®
> E(Qa - a)2 - (E(Qa - a))2 = VCL’I‘(QQ - a)

[
<
@

=

©

Damit ist der Satz fiir solche Riickversicherungsformen bewiesen, bei denen sich der Erst-
versicherungsschaden @ als Funktion ) = ¢(.5) des Gesamtschaden S darstellen lasst. Dies
ist jedoch z.B. fiir die Summenexzedenten- oder die Schadenexzedenten-Riickversicherung
nicht erfiillt.

Fiir beliebige, nicht als Funktion von S darstellbare Riickversicherungsformen Q) + R = S
ist noch folgender Zwischenschritt erforderlich:

Wir betrachten die durch R = S — E(Q|S) gegebene Riickversicherungsform, deren Erst-
versicherungsschaden @ = S — R = F(Q|S) nach Definition des bedingten Erwartungs-
werts eine Funktion von S ist. R hat wegen E(R) = E(S) — E(Q) = E(R) dieselben
Transaktionskosten wie R. Daher gilt nach dem zuvor Bewiesenen Var(Q,) < Var(Q).
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Wegen

Var(

S
I

Var(E(Q|S))
Var(E(Q|S)) + E(Var(Q|9)) = Var(Q)

IN

folgt schliefllich Var(Q,) < Var(Q) auch fiir den allgemeinen Fall.

Satz(Beard, Pentikéinen, Pesonen):

Sind die Transaktionskosten k eine bei allen Riickversicherungsformen gleiche monoton
wachsende Funktion k(R) = h(Var(R)) der Varianz des Riickversicherungsschadens R,
so ist gemafl dem Varianzmodell die Quoten-Riickversicherung fiir den Erstversicherer
optimal.

Beweis:
Sei (R, b(R)) eine beliebige Riickversicherungsform mit Transaktionskosten
k(R) = h(Var(R)). Wir kénnen Var(R) < Var(S) annehmen, denn sonst ist die voll-
standige Quoten-Riickversicherung R, = S trivialerweise giinstiger als R. Daher gibt es
ein ¢ < 1 mit Var(¢S) = Var(R), und die durch das Aufteilungsverhéltnis (1 —¢q) : ¢ von
S gegebene Quoten-Riickversicherung hat dieselben Transaktionskosten wie R. Wegen der
allgemeinen Eigenschaft
Cov(S, R)
Sta(S) - Sta(R) —

des Korrelationskeoffizienten von R und S wird unter Benutzung von Var(R) = ¢*Var(S)

Var(Q) = Var(S— R)
= Var(S) —2-Cov(S,R) 4+ Var(R)
> Var(S)—2-Sta(S) - Sta(R) + Var(R)
= Var(S)—2-qVar(S) + ¢Var(S)
= Var((1—q)9).

Somit hat die Quoten-Riickversicherung bei gleichen Transaktionskosten wie R eine giins-
tigere Varianz des Erstversicherungsschadens.

g

Diese beiden Sitze zeigen, dass die optimale Entscheidung des Erstversicherers iiber-
raschenderweise nicht von der Verteilung des Gesamtschadens S, sondern aussschlieflich
von der Art und Hohe der Transaktionskosten abhéngt. Dagegen zeigen sie nicht, dass
Stop-Loss- oder Quoten-Riickversicherung auch in der Realitdt die aus Sicht der Erstver-
sicherer zu bevorzugenden Riickversicherungsformen sind, weil die jeweils vorausgesetz-
te funktionale Form der Transaktionskosten kaum realistisch ist. Dies erkennt man am
klarsten, wenn man sich vor Augen hélt, dass die Transaktionskosten sowohl die durch die
Riickversicherung bedingten Verwaltungskosten von Erst- und Riickversicherer enhalten
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als auch den Schwankungszuschlag des Riickversicherers. Fiir den Schwankungszuschlag
des Riickversicherers ist die Annahme einer Varianzabhéngigkeit nicht unrealistisch. Die
Verwaltungskosten werden dagegen eher volumenabhéingig sein, also etwa proportional
zum Erwartungswert der Schiden, allerdings mit einer von der Riickversicherungsform
abhéngenden Proportionalitétskonstanten und einer durch die Fixkosten bedingten Un-
tergrenze. Auflerdem handelt es sich hierbei jeweils um die kalkulatorischen Kosten.
Geméf unserem Modell sind die Transaktionskosten aber richtigerweise definiert als Dif-
ferenz

k(R) = b(R) — E(R)

zwischen Riickversicherungspriamie (einschlielich der beim Erstversicherer zusétzlich an-
fallenden Kosten) und dem Erwartungswert der Riickversicherungsschéiden, d.h. beinhal-
ten zusétzlich zu den absichtlich einkalkulierten Verwaltungskosten und Schwankungs-
zuschlag auch noch einen unbeabsichtigten Zu- oder Abschlag durch die Verschétzung
bei E(R). Da in der Realitdat E(R) aber nie genau bekannt ist, kann auch die Art des
Transaktionskosten-Ansatzes letztlich nicht festgestellt werden.

Im jedem Beweis der beiden Sétze hat sich gezeigt, wie der Umfang der Riickversicherung
(bzw. die Hohe des Selbstbehalts) bestimmt wird:

Ausgehend von der vorgegebenen (Maximal-)Hohe der Transaktionskosten, die zugleich
der tolerierten mittleren Ergebnisreduzierung entspricht, wird die Stop-Loss-Prioritdt a
bzw. der Quotenselbstbehalt 1 — ¢ gerade so festgelegt, dass sich die gewiinschte Hohe der
Transaktionskosten und damit die gewiinschte Hohe des Selbstbehaltsergebnisses ergibt.
Normalerweise ist die Kostenfunktion k(R) = g(F(R)) bzw. k(R) = h(Var(R)) streng
monoton wachsend in E(R) bzw. Var(R), so dass aus den vorgegebenen Kosten unmit-
telbar und eindeutig der zugehérige Umfang E(R) bzw. Var(R) der Riickversicherungs-
abgabe berechnet werden kann. Wegen der Monotonie der Kostenfunktion resultiert im-
mer dann eine hohere Stop-Loss-Prioritat bzw. eine hohere Quoten-Selbsbehalt und daher
eine hohere Selbstbehaltsvarianz, wenn man die mit der Riickversicherung verbundenen
Kosten reduzieren will.

Bei zunéchst noch nicht bekannten Transaktionskosten, kann der Erstversicherer so vor-
gehen:

Fiir jede der relevanten Riickversicherungsformen bestimmt er die Hohe des fiir ihn reslu-
tierenden Selbstbehalts anhand der maximal tragbaren Selbstbehalts-Varianz. Fiir die
sich so ergebenden Riickversicherungsalternativen besorgt er sich Preisangebote vom
Riickversicherungsmarkt und entscheidet sich dann fiir die preisgiinstigste Variante. Dies
lasst sich natiirlich in der Praxis nur fiir einige wenige der im Prinzip beliebig vielen
Riickversicherungsformen (einschlieBlich aller Kombinationen) durchfithren. Auflerdem
kann es sehr wohl sein, dass die gewihlte Variante wegen des Schiitz- und Anderungsrisikos
nicht einmal unter den betrachteten Alternativen optimal ist, denn weder die Transakti-
onskosten noch die Selbstbehaltsvarianz sind genau genug bekannt.

Wie sieht nun die Lage des Riickversicherers aus, wenn der Erstversicherer einen fiir sich
selbst moglichst giinstigen Riickversicherungsvertrag anstrebt?

Fiir zwei Riickversicherungsformen, d.h. Zerlegungen S = @) + R und S = ) + R von
S mit Var(Q) < Var(Q) gilt in der Regel Var(R) > Var(R), d.h. die fiir den Erst-

versicherer giinstigere Form ist meist die fiir den Riickversicherer ungiinstigere Form.
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Wenn den Transaktionskosten die vom Riickversicherer fiir erforderlich gehaltene Mar-
ge (Verwaltungskosten, Schwankunszuschlag) zugrunde liegt, stellt sich die Frage nicht.
Dies ist anders, wenn der Erstversicherer von sich aus mit einem von sich selbst erstell-
ten Vertrags- und Preisangebot in den Riickversicherungsmarkt geht. Dann muss jeder
angesprochene Riickversicherer priifen, ob die Konditionen fiir ihn tragbar sind. Das ist
nicht so trivial:

Der Erstversicherer bietet die Abgabe der Schadenvariable R gegen die Pramie b(R) an.
Wir versetzen uns jetzt in die Lage eines Riickversicherers, dessen bestehendes Port-
feuille unabhéngig von R ist. Wir nehmen weiter an, dass der Riickversicherer bei Riick-
versicherung von R dem neuen Vertrag ein Sicherheitskapital cg zuordnet, worauf er einen
Schwankungszuschlag der Hohe z - cg erwirtschafen will. Wenn b(R) — E(R) groer als
die beim Riickversicherer anfallenden Verwalungskosten kg zuziiglich des Schwankungs-
zuschlages z - cg ist, kann der Riickversicherer das Vertragsangebot des Erstversicherers
natiirlich voll iibernehmen. Aber selbst wenn

b(R) — E(R) < kp+ 2 cn

gilt, kann der Riickversicherer eventuell immerhin einen Anteil am angebotenen Riick-
versicherungsvertrag zeichnen. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn b(R) — E(R) >
kr gilt und sich die Verwaltungskosten zumindest bis zu einer Anteilsgréfie von

b(R) — E(R) — kg

q= <1
Z*CR

noch proportional zum Anteil reduzieren. Denn es reduziert sich wegen der Unabhéngig-
keit von R das erforderliche Sicherheitskapital und damit auch der Schwankungszuschlag
proportional zur Varianz Var(qR) = ¢*Var(R), also quadratisch mit q, so dass sich fiir
den Riickversicherer bei Zeichnung von ¢R ein Mindestpramienbedarf von

E(@R)+q - kr+q¢°2-cr = q-(E(R)+kr+q-2-cr)
q-b(R)

ergibt (unter Benutzung der Definition von q), der gerade mit dem Anteil q der angebote-
nen Prémie b(R) iibereinstimmt. In der Tat ist es in der Praxis durchaus iiblich, dass sich
mehrere Riickversicherer proportional die Riickversicherung eines Erstversicherers teilen.

Nun sei noch an einem Beispiel gezeigt, dass auch bei Wahl eines anderen Entscheidungs-
modells keine wesentlichen anderen Resultate zu erwarten sind.

Satz(Arrow):

Sind die Transaktionskosten k eine bei allen Riickversicherungsformen R = S — () gleiche
Funktion g des Erwartungswerts E(R), d.h. gilt k(R) = g(E(R)), so ist gemifl dem Nut-
zenmodell die unlimitierte Stop-Loss-Riickversicherung optimal fiir den Erstversicherer.

Beweis:
Sei R der Riickversicherungsschaden einer beliebigen Riickversicherungsform. Dann gibt
es wie beim Varianzmodell eine Stop-Loss-Schadenvariable R, = maxz(S — a,0) derart,
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dass E(R,) = F(R) gilt und daher die Transaktionskosten gleich sind. Daher gilt auch
b(Q) = b(Q,) fiir die zu den Erstversicherungsschadenvariablen Q, = S — R, = min(S, a)
bzw. Q = S — R gehorenden Préamien. Die Nutzenfunktion u des Erstversicherers ist
wegen u” < 0 konkav, und daher gilt fiir alle x,

u(x) < u(zg) + u'(zg) - (2 — x0).

Léasst sich nun @Q als Funktion Q(S) des Gesamtschadens S schreiben, so ist bei einem
vorhandenen Sicherheitskapital c

ub(@) + ¢—Q(s)) — u(b(Qa) + ¢ — Qals))

< (Qa(s) - Q(S)) ’ u/(b(Qa) +c— Qa(s))

< (Qu(s) = Q(5) - v/ (b(Qa) + ¢ — a).
Die letzte Abschétzung sieht man wie folgt ein:
Im Fall Q.(s) < Q(s) folgt aus Q(s) < s zunéchst Q,(s) < s und daraus Q,(s) =
min(s,a) = a. Daher sind die Argumente von v’ gleich, und es gilt in der Abschéitzung
das Gleichheitszeichen. Im Fall Q.(s) > Q(s) gilt wegen Q,(s) < a fiir die Argumente
von u' die Beziehung b(Q,) + ¢ — Qu(s) > b(Q.) + ¢ — a, und daraus ergibt sich die
Abschétzung, da u' nicht wachsend ist.
Wenden wir auf die vorstehende Ungleichung den Erwartungswert-Operator an, so erhal-
ten wir

Eu((Q) + ¢ = Q)) = E(u(b(Qa) + ¢ = Qu)) <0,
wegen E(Q,) = E(Q) und weil b(Q,) und damit auch u'(b(Q,) + ¢ — a) ein Skalar ist.

Damit ist der Satz fiir soche @) + R = S bewiesen, die eine Funktion von S sind.

Fiir beliebiges @ + R = S betrachten wir wieder den durch @ = E(Q|S), R =S —E(Q|S)
definierten Riickversicherungsschaden, der wegen E(R) = E(S)—E(Q) = E(R) dieselben
Transaktionskosten wie R hat und damit auch dieselbe Selbstbehaltspramie b(Q) = b(Q).
Wegen der Konkavitéat von u gilt fiir jede messbare Funktion h -

Eu(h(@))]5) < u(E(R(Q)]5),

was man analog wie vorhin beweist. Damit folgt

E@®@) +c—-Q) = E(Eu(b@Q)+c—Q)[9))
< Eu(b(Q) + ¢ — E(Q]9)))
= E(u®(@) +c—-Q)),

womit der Satz bewiesen ist, da Q eine Funktion von S ist und daher keine hohere
Nutzenerwartung als der Stop Loss hat.

i

Im Spezialfall der quadratischen Nutzenfunktion

72
u(m):x—%, x < w,

mit , Sattigungsniveau® w ist die Nutzenmaximierung bei gegebenem Erwartungswert der
Selbstbehaltsschiaden nichts anderes als eine Varianzminimierung. Der vorstehende Satz
ist also eine echte Verallgemeinerung des entsprechenden Satzes zum Varianzmodell.
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3.3 Abstaffelung des Selbstbehaltes

Normalerweise schliefit der Erstversicherer nicht einen einzigen Riickversicherungsvertrag
fiir sein gesamtes Portefeuille ab, sondern behandelt jede Branche (Feuer, Allgemein-
Haftpflicht, Kraftfahrt-Haftpflicht, Unfall, etc.) getrennt. Angenommen er méchte in meh-
reren oder allen getrennt riickversicherten Teilportefeuilles dieselbe Riickversicherungs-
form anwenden, so stellt sich die Frage, ob der Parameter, den den Umfang der Riick-
versicherung regelt, iiberall gleich hoch sein sollte oder nicht. Wenn die Teilportefeuilles
voneinander unabhéngig sind, kénnen fiir diese Fragestellung explizite Losungen ermittelt
werden, wobei wir uns hier wieder auf das Varianzmodell beschrianken.

Satz(De Finetti, Bithlmann):
Werden mehrere von einander unabhéngige Teilportefeuilles S;, 1 <7 < I, durch getrenn-
te Quotenriickversicherungen geschiitzt, so sind die Selbstbehaltsquoten

_ 9
S;

C;

geméafl dem Varianzmodell proportional zu

Var(S;)

zu wéhlen, wenn die Transaktionskosten k(R;) = zE(R;) jeweils mit dem Faktor z;
proportional zum Erwartungswert des abgegebenen Schadens R; sind.

Beweis:

Die proportionale Aufteilung des Portefeuilles i ist durch S; = @Q; + R; mit Q; = ¢;.5;
gegeben. Ist b; die zu S; gehorige Pramie (nach Abzug der Originalkosten), so betrigt
das erwartete Selbstbehaltsergebnis

Im Varianzmodell legt der Erstversicherer die Selbstbehaltsquoten ¢; so fest, dass bei
vorgegebener Gesamtvarianz Zi[:l Var(Q;) = vy das erwartete Selbstbehaltsergebnis
w1+ . . .+wy maximal wird. Diese Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung kann mit Hil-
fe der Lagrangeschen Multiplikatorenmethode gelost werden. Dazu miissen die optimalen
¢; so gewahlt werden, dass

0 < !
5o, £ 2200 = (L (1 = e)) B(S) + Blvo = 3_Var(@))} =0
i=1 =1
fir j = 1,...,1 gilt mit einem konstanten Multiplikator 3, der so zu wihlen ist, dass

die Nebenbedingung erfiillt ist. Wegen Var(Q;) = Var(¢;S;) = c¢2Var(S;) ergibt die

Ableitung z; E(S;) — 208¢;Var(S;) = 0; das heiit ¢; = 2;{/2(7%)‘), 1 < j < 1I. Dabei ist

so zu wihlen, dass vy = S°1_, ¢2Var(S;) gilt, d.h. §2 = - L %
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Der Selbstbehaltsanteil ¢; soll also um so hoher sein, je teurer die Riickversicherung,
gemessen durch z;, ist und je grofler das Portefeuille, gemessen durch E(S;), ist, und
um so kleiner, je grofler die Varianz des Portefeuilles ist. Dieses Resultat ist sehr plau-
sibel. Sollten einzelne ¢; > 1 ausfallen, so werden die zugehorigen Teilportefeuilles nicht
riickversichert.

Es macht wenig Sinn, den vorstehenden Satz auf echte Teilportefeuilles unmittelbar auf
einzelne Risiken anzuwenden, da dann die zur Selbstbehaltsfestlegung erforderlichen Pa-
rameter Var(S;) in der Praxis nicht zuverlissig genug bestimmt werden konnen. Wenn
man aber fir ein (Teil-)Portefeuille annehmen kann, dass die Risiken sich nur in ihrer
Grofle, gemessen durch die Versicherungsssumme v;, unterscheiden, d.h. dass die Schaden-
variablen = i fiir alle Risiken i identisch verteilt sind, d.h. insbesondere dieselben Momente

E(% L) = ,u, Var( L) = 02 haben, so liefert obiger Satz die Empfehlung, dass die Selbstbe-
haltsquote ¢; von Risiko i proportional zu 2'2”""2‘, d.h. zu =, d.h. umgekehrt proportional

zur Versicherungssumme v; sein sollte, wenn wir angesmhts des iiberall gleich verteilten
Schadensatzes auch von einem konstanten Transaktionskostenansatz z; = z ausgehen.

Schliellich wollen wir noch untersuchen, wie die Prioritdten von unlimitierten Schaden-
exzedenten-Riickversicherungen zu wihlen sind, wenn mehrere voneinander unabhéngige
Teilportefeuilles auf diese Weise riickversichert werden sollen. Dazu sei S; = ZnNzl Xin
der Gesamtschaden von Teilportefeuille i gem#fl dem Kollektiven Modell, d.h. die Scha-
denhohen X;;i, Xjo,... seien unabhéngig und identisch wie X; verteilt und unabhéngig
von der Schadenzahl N;. Bei Prioritdt a; ist der Selbstbehaltschaden aus Portfeuille i
QZ = Zn L min(X,y, a;), und der auf den Riickversicherer transferierte Schaden betragt
z - S Qz
Dann gilt folgender

Satz(Biihlmann):

Werden mehrere voneinander unabhéngige Teilportefeuilles S;,1 < ¢ < I, mit Einzelscha-
denhohe X; und davon unabhéngiger, poissonverteilter Schadenzahl durch getrennte, un-
limitierte Schadenexzedenten-Riickversicherungen geschiitzt, so sollten deren Prioritdten
a; im Varianzmodell die implizite Gleichung

a; (k; + ko B(Xi — i Xi > a;)) /8

erfiillen, wenn die Transaktionskosten die Form
E(R;) = z + kiE(R;) + kaVar(R;)

haben, und der Faktor (3 so gewéahlt wird, dass das vorgegebene Varianzniveau eingehalten
wird.

Beweis:
b; sei die zu Teilportefeuille i gehorende Préamie (nach Abzug der Originalkosten). Gemaf
dem Varianzmodell sind die a; so zu wéhlen, dass das erwartete Selbstbehaltsergebnis

1

> (b — E(S) — k(Ry))

=1
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maximal wird unter der Nebenbedingung, dass die Varianz ihr vorgegebens Niveau ein-
hélt, d.h. unter

I
Var(z Q) = vo.
i=1

Nach der Langrangeschen Multiplikatorenmethode ist dazu notwendig, dass fiir
j=12,...1

o

5 D (b — B(S;) = k(R;)) + B(vo — Z Var(Q;))} = 0.

i=1
Da die Schadenzahl N; poissonverteilt ist, wird mit h; = E(1V;)

E(R;) = hi- E(maz(X; — a;,0)),
Var(R;) = h;- E(maz(X; — a;,0))?,
Var(Q:) = hi- E(min(X;, a;))?,

und daher wird mit der Verteilungsfunktion F; von X;

0
aaiE(Ri) = —hi(1 = Fi(a)),
0
7a. Var(R;)) = —=2-h;- E(mazx(X; — a;,0)),
0
aaivaT(Qi) = 2-h;j-a;- (1 - Fz(az))

Die Langrange-Bedingung lautet also

oder

k’l kQ E(max(Xl — Qy, O))

a = —+—

26" 3 1-F(a)
ke E(X; — ai|X; > a;)

Dabei ist [ wieder so zu wihlen, dass die Nebenbedingung Var(Qy + ... + Q1) = v
erfiillt ist.

g

3.4 Suboptimale und pareto-optimale Risikoteilung

Es gibt Risikoteilungsformen, die auf jeden Fall gemieden werden sollten, weil eine fiir
beide Beteiligten bessere Alternative existiert. Ein Beispiel ist die Integral-Franchise, die
hier im Riickversicherungskontext auf Jahresbasis formuliert wird:
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Ausgehend vom Jahresgesamtschaden S und einer vereinbarten Schadengrenze a trégt
der Erstversicherer

Q= S, falls S < a,
1 0, falls S > a,

und der Riickversicherer trigt R = S — @), d.h. er iibernimmt den vollen Schaden, wenn
er hoher als die Grenze a ist.

Satz:

Zu jeder Integralfranchise @) + R = S mit Schadengrenze a gibt es einen unlimitierten
Stop Loss @, + R, = S, Q. = min(S,a), mit Prioritit a < a und gleichen Erwar-
tungswerten E(Q,) = E(Q), E(R,) = E(R), aber niedrigeren Varianzen Var(Q,) <
Var(Q), Var(R,) < Var(R).

Beweis:

E(Q,) ist eine stetige, streng monoton wachsende Funktion von a mit 0 < E(Q,) < E(S).
Daher gibt es zur gegebenen Integralfranchise )+ R = S mit Schadengrenze a einen Stop
Loss derart, dass E(Q,) = F(Q) und damit auch E(R,) = E(R) gilt. Wir miissen also
nur die Aussage iiber die Varianzen beweisen.

An der Darstellung

| sice) = BQ=E@)
0
= / s dG(s)+a- (1 —G(a))
0
(mit der Verteilungsfunktion G von S) sieht man sofort, dass a < @ und

/as dG(s) = a(1 — G(a))

gelten muss. Daher wird

Q) =

Daraus folgt

V&T’(Qa) = E(Qg) - (E(Qa))z
< B(Q%) - (B(Q)) =Var(Q),

was auch schon aus dem Satz von Borch, Kahn und Pesonen folgte.

Wir zeigen nun noch
/ (s —a)® dG(s) = E(R?) < BE(R?) = / s* dG(s).

18



Dies folgt unmittelbar aus

/a(s _a)? dG(s) < (a—a)- /a(s — a) dG(s)
= (a—a)a(l —G(a) — (G(a) — G(a)))
(2aa — a?) - (1 — G(a))

| 5= ap) dcs)

ANAN

Damit ist auch

Var(R,) = BE(R2) — (E(R,))?

bewiesen.

t

Der bevorstehende Satz besagt, dass fiir Erst- und Riickversicherer, die nach dem Varianz-
modell entscheiden, die Integralfranchise keine empfehlenswerte Risikoteilung darstellt.
Da es eine fiir beide Seiten bessere Form der Risikoteilung gibt, ndmlich den Stop-Loss
(bzw. die Abzugsfranchise). Genau genommen gilt dies nur unter der Voraussetzung,
dass die Transaktionskosten nur von Erwartungswert und Varianz des Riickversicherungs-
schaden abhéngen - einer im Varianzmodell sehr natiirlichen Voraussetzung. Werden die
Transaktionskosten z. B. geméf k(R) = ko + k1 E(R) + k2Var(R) berechnet, so ergibt der
geméaf obigem Satz definierte Stop Loss sowohl niedrigere Selbstbehaltsvarianz wie auch
niedrigere Transaktionskosten (falls ko > 0) als die Integralfranchise.

Risikoteilungsformen, zu denen es keine Alternative gibt, bei der sich wenigstens eine
Seite besser stellt, ohne dass die andere sich verschlechtert, heilen pareto-optimal. Die
Integralfranchise ist im Varianzmodell also nicht pareto - optimal. Das gilt iibrigens
auch im Nutzenmodell, wenn die Transaktionskosten nur von der Schadenerwartung des
Riickversicherers abhiingen. Bei pareto - optimalen Riickversicherungsformen geht jede
Verbesserung zugunsten des Erstversicherers zu Lasten des Riickversicherers und umge-
kehrt.

Wir haben bisher hauptséichlich Riickversicherungsformen betrachtet, bei denen der Sel-
bstbehaltsschaden ) des Erstversicherers und der auf den Riickversicherer transferierten
Schadenteil R = S — ) Funktionen des Gesamtschadens S sind. Dies ist bei Quote ) =
¢S, Stop Loss Q = min(S,a) und Integralfranchise (wenn sie, wie hier, auf Jahresbasis
definiert ist) der Fall. Dagegen sind z. B. der Summenexzedent und der Schadenexzedent
keine Funktionen des Gesamtschadens S. Vielmehr héngt hier die Aufteilung von S davon
ab, in welcher Weise sich S aus kleinen oder groien Einzelschidden zusammengesetzt (beim
Schadenexzedenten) bzw. ob die grofien Einzelschdden eher bei Risiken mit hohen oder
weniger hohen Versicherungssummen anfallen (beim Summenexzedenten).
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Satz:

Zu jeder Riickversicherungsform @ + R = S, bei der Q und R keine Funktionen des
Jahresgesamtschadens S sind, sondern von den Einzelschiden abhingen, gibt es eine
Riickversicherungsform @) + R = 5, bei der Q und R Funktionen von S sind, und derart,
dass £(Q) = E(Q), E(R) = E(R) und Var(Q) < Var(Q), Var(R) < Var(R) gilt.

Beweis:

Wir zeigen, dass @ = E(Q|S), R=5S—-0Q = E(S|S)— E(Q|S) = E(R|S) die geforderten
Bedingungen erfiillen. Q und R sind Funktion von S und es gilt F(Q) = E(E(Q|S)) =
E(Q) und E(R) = E(E(R|S)) = E(R). Weiters ist -

Var(Q) = VaT(E(Q|S))
< Var(E(Q|S))+ E(Var(Q|S))
= Var(Q).

Genauso ist

Var(R) = Var(E(R|S))
Var(E(R[S)) + E(Var(R|S))
Var(R).

A

Korollar:
Eine Riickversicherungsform, die sich nicht als Funktion des Jahresgesamtschadens dar-
stellen ldsst, ist im Varianzmodell nicht pareto-optimal.

Der vorstehende Beweis gibt auch konkret an, wie wir prinzipiell zu Summen- oder Scha-
denexzedenten eine fiir beide Seiten bessere Riickversicherungsform konstruieren kénnen.
Ist z. B. ein bestimmtes Portefeuille und ein konkreter Summenexzedent gegeben, so kann
sich ein und derselbe Jahresgesamtschaden S = s auf viele unterschiedliche Weisen aus
Einzelschdden zusammensetzten. Fiir alle moglichen Weisen mit Gesamtschaden s muss
dann festgestellt werden, welcher Selbstbehalt Q sich gemafi Summenexzedent jeweils er-
gibt. Der Erwartungswert E(Q|S = s) dieser zu S = s gehorenden Selbstbehaltschiden
stellt dann den unter der besseren Riickversicherungsform tatséchlich vom Erstversiche-
rer zu tragenden Selbstbehaltsgesamtschaden dar, falls der Jahresgesamtschaden S = s
betragt.

Es ist klar, dass die zur Berechnung von E(Q|S = s) erforderlichen Schadenzahl- und
Schadenhchenwahrscheinlichkeiten pro Risiko zu den Zweigen der Schadenversicherung
allenfalls approximativ und unter zusétzlichen Modellannahmen ermittelt werden kénnen.
Nur in der Lebens- oder Unfalltod-Versicherung erscheint es moglich, dass sich beide Sei-
ten auf die erforderlichen Rechnungsgrundlagen einigen. Daher konnen Summen- und
Schadenexzedenten-Riickversicherung weiterhin ihren Platz in der Versicherungspraxis
beanspruchen, da sie zwar suboptimal, doch die theoretisch bessere Riickversicherungs-
form in der Regel nicht explizit ausgerechnet werden kann. Ebenso sind die im vori-
gen Abschnitt behandelten Abstaffelungen des Selbstbehalts nicht pareto-optimal, d.h.
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konnen theoretisch noch weiter verbessert werden durch eine Riickversicherungsform, die
nur vom Gesamtschaden aller betrachteten Teilportefeuilles abhéngt.

Wir haben gesehen, dass eine pareto-optimale Riickversicherungsform notwendigerweise
als Funktion des Jahresgesamtschadens darstellbar sein muss. Doch dies allein ist nicht
hinreichend, wie das Beispiel der Integralfranchise (auf Jahresbasis) zeigt. Der folgende
Satz charakterisiert die pareto-optimale Riickversicherungsform.

Satz(Pesonen):

Eine Riickversicherungsform ) + R = S ist im Varianz- oder Nutzenmodell genau dann
pareto-optimal, wenn Selbstbehaltsschaden QQ und Riickversicherungsschaden R monoton
nichtfallende Funktionen des Jahresgesamtschadens S sind.

Aus dem Satz folgt unmittelbar, dass Quote und Stop Loss pareto-optimal sind, da Q
und R jeweils monoton nicht fallende Funktionen von S sind. Dagegen ist bei der Interal-
franchise (auf Jahresbasis) der Selbstbehaltsschaden Q nicht monoton nichtfallend, was
erneut zeigt, dass die Integralfranchise nicht pareto-optimal ist.

4 Fazit

Wir haben gesehen, dass wegen der Vagheiten beziiglich der Schadenverteilung und da-
mit beziiglich der tatsédchlichen Transaktionskosten die fiir den Erstversicherer optimale
Riickversicherungsform im konkreten Fall normalerweise nicht ermittelt werden kann.
In der Praxis orientiert man sich daher oft an der jeweils dominierenden Komponente
des versicherungstechnischen Risikos, d.h. an Zufalls- bzw. Anderungsrisiko. Die spielen
ndmlich in den einzelnen Versicherungssparten in der Regel eine unterschiedliche Rol-
le. So dominiert z. B. in der Feuerversicherung von Industriebetrieben mit ihren stark
unterschiedlichen Versicherungssummen normalerweise das Zufallsrisiko, d.h. der Verlauf
dieser Sparte wird entscheidend durch wenige Grofischéden geprégt. In der Kraftfahrzeug-
Haftpflichtversicherung dagegen spielen einzelne Grofischiden keine dominierende Rolle;
der Verlauf wird hier stark vom Anderungsrisiko (,,Jahresqualitit®) sowie von der sich
iiber die Lohnkosten auswirkenden Inflationsrate beeinflusst.

Gegen das Zufallsrisiko aus einzelnen Grofischdden schiitzen am besten der Summenex-
zedent und der Schadenexzedent. Bei Kumulierung vieler Schiden aus einem Ereignis
entlastet natiirlich der Kumulschadenexzedent am meisten. Dem Anderungsrisiko, das
sich auf alle Schaden auswirkt, kann offensichtlich durch Quote oder Stop Loss am besten
begegnet werden. In den Sparten, wo beide Komponenten des versicherungstechnischen
Risikos eine Rolle spielen, werden héufig mehrere Riickversicherungsunsformen miteinan-
der kombiniert (,,Riickversicherungsprogramm*).

Auch theoretische Modelle - unter idealisierten und wenig realistischen Annahmen be-
ziiglich der Transaktionskosten - liefern die optimale Riickversicherungsform und den
optimalen Selbstbehalt zugleich. Wenn man - wie in der Realitdt meist der Fall - die
konkrete Situation nicht analytisch durchrechnen kann, ergeben sich fiir eine numerische
Berechnung zu viele Moglichkeiten, selbst wenn man sich auf die fiinf Riickversicherungs
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- Grundformen und ihre Kombinationsmdéglichkeiten beschrinkt. Bei vorgegebener Riick-
versicherungsform hingegen hilt sich der Rechenaufwand zur Bestimmung des Selbst-
behalts in Grenzen, auch wenn man sich dem theoretischen Optimum meist nur durch
Probieren und Interpolieren ndhern kann- Problematisch und von entscheidenden Ein-
fluss bleibt in jedem Fall die Quantifizierung wichtiger EinfluBgréfien, insbesondere der
Schadenverteilung (speziell im GroBschadenbereich) und der Transaktionskosten, zumal
beide sich im Laufe der Zeit erheblich &ndern kénnen.

Jedenfalls sollte man sich in der Praxis trotz aller Schwierigkeiten beim Umsetzen eines
theoretischen Modells zur Ermittlung der Verteilung des Selbstbehaltsergebnisse nicht
zu sehr auf sein praxisgeschultes Gefiihl verlassen, insbesondere wenn man nur wenig
Riickversicherungsschutz kaufen will. Denn nur ein risikotheoretisches Modell kann auch
all die kleinen Wahrscheinlichkeiten beriicksichtigen, fiir deren Realisierung in einer 20-
oder 30- jahrigen praktischen Erfahrung kein Platz ist, mit denen aber dennoch stets zu
rechnen ist.

22



Literatur

[M] THOMAS MACK: SCHADENSVERSICHERUNGSMATHEMATIK, VERLAG VERSICHE-
RUNGSWIRTSCHAFT KARLSRUHE 1997, TEIL 4

23



