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1 Einleitung

Das Riemann-Stieltjes Integral ist eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals.
Thomas-Jean Stieltjes, ein holldndischer Mathematiker, fiithrte es 1894 in einer
Arbeit iiber Kettenbriiche ein. Erst spiter wurde es nach ihm benannt. Er lehn-
te es ihm Aufbau an das Riemann-Integral an und definierte dementsprechend
sogenannte Riemann-Stieltjes Summen

fiir eine Zerlegung Z und eine Belegung 7. Den Grenzwert bildet er analog zum
Riemann-Integral und bezeichnet ihn mit [ fdg.

Das Integral wurde zunéchst wenig beachtet. Groflere Bekanntheit erlangte es
erst durch den ungarische Mathematiker Friedrich Riesz, der die Funktional-
analysis mitbegriindete und im Jahr 1909 im Darstellungssatz von Riesz zeigte,
dass sich jede lineare Abbildung L : C(I) — R als Stieltjes Integral

b
e L(f) = / f(t)dg(t) mit g € BV([a,b])

anschreiben ldsst (BV bezeichne die Funktionen von beschrinkter Variation, sie-
he Kapitel 2).

Ziel dieser Arbeit ist es, einen Uberblick iiber das Riemann-Stieltjes-Integral
zu bieten und vor allem aus diesem Blickwinkel den Begriff eines stochastischen
Integrals zu motvieren. Auf das stochastische Integral soll daher auch im letzten
Kapitel kurz eingegangen werden.

Das zweite Kapitel beinhaltet neben der Konstruktion des Riemann-Stieltjes
Integrals die wichtigsten Satze, die Existenz des Riemann-Stieltjes-Integrals be-
treffend, sowie Sédtze zur praktischen Berechnung des Riemann-Stieltjes Inte-
grals.

Das erste Kapitel behandelt schliefflich die Konstruktion des Riemann-Integrals
und geht dabei auf die verschiedenen Zugéinge zum Integral ein. Der Aufbau des
Kapitels orientiert sich dabei an [KALTEN].



2 Wiederholung zum Riemann-Integral

Schon in der Antike beschéftigte man sich mit der Berechnung des Flacheninhalt-
es von allgemeinen geometrischen Figuren. Wird eine solche Fléchen in der Ebe-
ne durch zwei stetige Funktionen begrenzt, liasst sich der Inhalt durch die Inte-
grale der beiden Funktionen berechnen. Die fiir die Bestimmung des Integrals
notwendigen Grundlagen wurden mit der Entwicklung der Infinitesimalrechnung
Ende des 17. Jahrhunderts durch Gottfried Wilhelm Leibniz und Isaac Newton
gelegt. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stellt dabei den
fiir die Integralrechnung wichtigen Zusammenhang mit dem Differenzieren her.
Demnach stimmt das Integral als Funktion in der oberen Grenze mit der Stamm-
funktion des Integranden {iberein.

2.1 Darboux’sches Integral

Sei f eine beschrinkte Funktion auf dem beschrénkten Intervall [a, b] mit Werten
in R. Fiir die Fldche S unter der Funktion, das Integral, gilt zunéchst sicher
folgende Ungleichungskette

inf f(t)(b—a) < S < sup f(t)(b—a)
t€la,b] t€la,b]

Zerlegt man das Intervall geeignet in Teilintervalle, und betrachtet die Unglei-
chung fiir jedes dieser Teilintervalle, wird die Abschétzung fiir S'im Allgemeinen
besser. Mathematisch benttigt man dafiir den Begriff der Zerlegung.

I‘y

/ Jix)

a b x’

Abbildung 1: Das Integral der Funktion f iiber dem Intervall [a, b]

Definition 2.1. Sei [a,b] C R beschrénkt. Dann heifit eine aufsteigend sortierte,
endliche Teilmenge Z von [a, b], die @ und b enthilt, Zerlegung von [a, b]. n(Z)
bezeichnet die Anzahl der Elemente in Z.

Um Konvergenzbetrachtungen anstellen zu kénnen brauchen wir weiters den
Begriff der Feinheit.



Definition 2.2. Fiir eine Zerlegung Z bezeichne |Z| = max?:(f) [ti — ti—1]
die Feinheit der Zerlegung.

Bemerkung 2.3. Die Menge der Zerlegungen 3 bildet eine gerichtete Menge bzgl.
der Feinheit der Zerlegung.

Fiir eine feste Zerlegung Z von [a, b] definieren wir

n(2
02Z)= i) sup f - (t; —ti—1)
j=1 [ti-1:ti]
als Obersumme und
n(Z)
u(z) = ; Gt F (= tio)

als Untersumme von f. Da f als beschrinkt vorausgesetzt wurde, existieren
diese Ausdriicke auch.

Seien die Zerlegungen Z; = (tj);ﬁl),.% = (xi)?:(‘gz) gegeben. Wenn Z; C 2,

dann existiert eine Abbildung j : i — j(), sodass
tic1 = Tji-1) <Tj-n+1 < <Tja)-1 <Tje) =l

Dann folgt

3(#)
(x; —xi—1) sup [ = Z (t; —tj—1) sup f

[@i—1,24] J=3()+1 [2i—1,24]
3(9)
> (tj—tj1) sup f

J=i(i)+1 trg—1.44]

Y

da das Supremum iiber eine kleinere Menge nur kleiner werden kann. Summiert
man iiber alle ¢ auf, erhdlt man O(Z;) < O(Z;). Die Obersummen bilden al-
so ein monoton fallendes Netz. Ebenso bilden die Untersummen ein monoton
wachsendes Netz. Wegen

(b= a)inf { <U(Z) <O(Z) < (b—a) i f

[a,b] [a,b

handelt es sich schliefSlich um beschrankte Netze.
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Abbildung 2: Ober- und Untersumme der Funktion f(z) =1 — sin(x)

Das Netz der Obersummen und das Netz der Untersummen konvergiert also
und ihr Grenzwert existiert in R. Den Grenzwert

b
inf O(2) ::/ fdx

Ze3

bezeichnet man dann als das obere Integral und

b
sup U(Z2) ::[ fdx

Ze3

als das untere Integral.

Definition 2.4. Darboux-Integral

Stimmen fiir eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R das obere und das untere
Integral {iberein, nennt man f integrierbar und der gemeinsame Grenzwert heift
Integral. Man schreibt dann

/abfdxz/abfdx:/abfdx

Wegen der Konstruktion mit den Ober- und Untersummen nennt man dieses
Integral auch Darboux’sches Integral.

2.2 Riemann-Integral

Mit dem Darboux-Integral ldsst sich bereits die Fliche unter einer beschrinkten
reellwertigen Funktion beschreiben. Wie geht man aber bei vektor- oder gar
komplexwertigen Funktionen vor? Dafiir benotigt man den alternativen Ansatz
des Riemann-Integrals.



Infimum bzw. Supremum der Funktionswerte werden beim Riemann-Integral
durch den Funktionswert eines Punktes aus dem Teilintervall der Zerlegung er-
setzt. Diese fasst man zu einer Belegung zusammen.

Definition 2.5. Fiir eine Zerlegung Z = (ti)?z(? nennt man eine endliche

Menge Tmit a =ty <71 <t; <...< Tn(z) < tn(z) Belegung von Z.

Fiir ein Paar (Z,7) und eine Funktion f : [a,b] — R ist die Riemann-Summe
dann gegeben durch

n(Z)

o(Z,7,f) = D f(m)(ti —tim1)

J=1

Anders als bei der Konstruktion tiber Ober- und Untersummen ist bei den
Riemann-Summen von vornherein nicht klar, ob diese in der Feinheit der Zerle-
gung {iberhaupt konvergieren.

Man definiert das Riemann-Integral daher auf folgende Weise.
Definition 2.6. Sei f : [a,b] — C"(R"™) beschrinkt. Konvergiert das Netz

der Riemann-Summen bzgl. der Feinheit fiir alle Belegungen 7, bezeichnet man
den Limes als Riemann-Integral, falls dieser Grenzwert existiert, und schreibt

lim o(Z,7,f) = /fdx

|Z]—0
Tatsédchlich sind die beiden Zugénge zum Integral sogar dquivalent, wie der

folgende Satz zeigt.

Satz 2.7. Sei f : [a,b] — R beschriinkt. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Das obere und das untere Integral von f stimmen {iberein.

2. f ist Riemann-integrierbar, d.h. lim|z|_o 0 (2,7, f) existiert fiir alle 7.

Im Folgenden sei noch ein Satz zur Existenz des Riemann-Integrals gebracht.
Satz 2.8. Ist f : [a,b] — R(C) stetig, so existiert auch das Riemannintegral

von f iiber [a,b].

Ein Beweis zu diesem wichtigen Satz findet sich z.B. in [KALTEN], Kapitel
8.



Einer der wichtigsten Sétze zur Integralrechnung stellt den Zusammenhang zur
Differentialrechnung her

Satz 2.9. Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung
Sei f eine reell- oder komplexwertige Funktion auf [a, b], die iiber [a, b] Riemann-
integrierbar ist. Fiir « € [a, b] definiere

z) = / " fyat

Dann ist die Funktion F : [a,b] — R(C) stetig auf [a, b].
Ist f in einem Punkt x( stetig, so ist F' bei zy differenzierbar, und es gilt

F'(x0) = f(x0).

Beweis Als integrierbare Funktion ist f auch beschriinkt. Es gilt also |f| < K
fiir ein K > 0. Sind z,y € [a, b], sodass z < y, so folgt

[F(y) - F(2)| =

/;’f(t)dt‘ <K-(y—2)

Insbesondere ist F' damit stetig.
Sei nun f stetig bei einem xg € [a, b) stetig. Ist € > 0 gegeben, so existiert § > 0,
sodass

lf () — f(zo)| <€ fir|t—azo| <o

Fiir xg < z < zg + § < b gilt dann

F(z) — F(xo) _ ’ f() T — o
B =P f(xo)‘ _ b~ Jlro) T8
_ ft
N r — X ‘
< /on_xo dt‘ = €
F(x)—F(z0)

Die rechtsseitige Ableitung lim, .5, ———-=> von F'ist also genau f (o). Ent-
sprechend geht man bei der linksseitigen Ab1e1tung tir « € (a,b] vor.



3 Riemann-Stieltjes-Integral

In diesem Kapitel soll in Anlehnung an das Riemann-Integral ein Stieltjes-
Integral konstruiert werden, sowie die wichtigsten Sétze zu dessen Existenz und
praktischen Berechnung gebracht werden. ([MLITZ], [WALTER])

Riemann-Summen, aber auch die Ober- und Untersummen, lassen sich auch
als gewichtete Summen interpretieren, mit Summanden ¢; — ¢;_1 und Gewich-
ten f(7;) bzw. inf f oder sup f. Anschaulich gesprochen gewichtet man beim
Riemann-Integral also jeden Punkt des Intervalls [a, b] mit dem Funktionswert
in diesem Punkt.

Statt Summanden von der Form t; — ¢;_; geht man beim Stieltjes-Integral zu
g(t;) — g(t;—1) iiber. Dies hat auch eine physikalische Entsprechung: denkt man
sich das Intervall [0, 1] mit punktférmig oder kontinuierlich verteilter Masse be-
legt, und bezeichnet g(t) die im Intervall [0,¢] enthaltene Masse, so entspricht
die Differenz g(t;) — g(t;—1) der Masse im Teilintervall (¢;_1,¢;]. Das Stieltjes-
Integral erlaubt es dann, Gesamtmasse und Schwerpunkt in einheitlicher Form
anzuschreiben.

Die Funktion f nennt man dabei Integrand, g ist der Integrator.

3.1 Darboux-Stieltjes-Integral

Analog zum Aufbau mittels Ober- und Untersummen definiert man die Stieltjes-
Obersummen

n(Z)
O(Z,fdg)=>_ sup [ -(g(t:) — g(ti-1))
j=1 [ti—1,ti]
bzw Stieltjes-Untersummen
n(Z)
U(2.fdg)= > inf f-(g(t:) = gti-r)-
le i—15bq

Im Gegensatz zum Riemann-Integral ist bei diesen Netzen die Konvergenz im
Allgemeinen nicht gewihrleistet. Die Monotonie der Ober- bzw. Untersummen
ist beispielsweise nur bei monoton wachsendem g zu erwarten.

Man definiert das Darboux-Stieltjes Integral daher folgendermaflen
Definition 3.1. Stimmen supzc3U(Z, fdg) und infzc3 O(Z, fdg) iiberein,

nennt man diesen Wert Darboux-Stieltjes-Integral von f beziiglich g iiber
[a, b].



3.2 Das Riemann-Stieltjes-Integral

Ebenfalls analog zum Aufbau des Riemann-Integrals definiert man fiir eine Zer-
legung Z und eine Belegung 7 die Riemann-Stieltjes-Summen als

o(Z,71, fdg) = Z F(r)( —g(ti-1))

Konvergieren die Riemann-Stieltjes-Summen in der Feinheit unabhéngig fiir alle
Belegungen gegen denselben Grenzwert, nennt man den Grenzwert Riemann-
Stieltjes-Integral von f beziiglich g iiber [a,b] und schreibt

lim o(Z, 1, fdg) = / fdg

|Z2]—0

Anders als beim herkémmlichen Riemann-Integral stimmen die verschiedenen
Integralbegriffe (Darboux, Riemann) hier nicht {iberein, wie man anhand des
folgenden Beispiels sieht.

Beispiel 3.2. Sei f = [,») und g = [jp ). Die Ober- und Untersummen

fir fil fdg sehen in Abhéngigkeit von Z folgendermaflen aus:
ang. 0 € Z; d.h. es gibt ein 4, sodass t; = 0:

U(Z,fdg)=...+ inf f( 0)+ inf f(1-1)4...=0
[ti—1, [0,ti41]
W—’
0
O(Z,fdg)=...+ sup f-(1-0)+ sup f(1-1)+...=0
[ti—1,0] [0,ti41]
——
0

fiir 0 ¢ Z ergibt sich fiir ;1 < 0 < t;:
U(Z,fdg):...—i-[ inf f(1-0)+...=0

i—1,t;
\‘/—/
0

O(Z,fdg)=...4 sup f-(1-0)+...=1
[ti—1,t:]
1

supze3 U(Z) = infze3 O(2) = 0, das Darboux-Stieltjes-Integral existiert also
und ist gleich 0.

Wihlt man allerdings als Belegung 7; = t; (sup), erhélt man als Riemann-

Stieltjes-Summe die Obersumme. Infimum und Supremum der Obersummen
stimmen aber nicht iiberein, das Riemann-Stieltjes-Integral existiert also nicht.

10



Satz 3.3. Ist g : [a,b] — R monoton wachsend, so gilt:
1. U(Z, fdg) < o(Z,7, fdg) < O(Z, fdg)

2. Existiert das Riemann-Stieltjes-Integral f: fdg, dann auch das Darboux-
Stieltjes-Integral und die beiden Werte stimmen iiberein.

3.3 Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals

Das Riemann-Stieltjes Integral erfiillt einige wichtige Eigenschaften, die man
sich von einem Integral erwartet.

Satz 3.4. Linearitédt Das Riemann-Stieltjes-Integral ist linear in f und g:

b b b
/ (>\1f1+)\2f2)dg:/\1/ f1d9+)\2/ fadg

b b b
/ fd(Mg1 + A2g2) :)\1/ fd91+)\2/ fdga

Satz 3.5. Aufteilen des Integrals

1. Existiert f; fdg, so gilt fiir jedes c € [a, b]

Lbfdg—chdg+/cbfdg

2. Existieren die Integrale [ fdg und fcb fdg, und ist entweder f oder g an
c stetig, so existiert auch fab fdg und es gilt:

/:fngr/cbfdg:/:fdg

Wie man anhand des letzten Beispiel sehen kann, spielt die Stetigkeit von f und
g fiir das Riemann-Stieltjes-Integral ein grofie Rolle. Die néchsten beiden Séitze
sind aus Beispiel 3.2 motiviert.

Satz 3.6. Existiert das Integral f: fdg, so sind f und g an keiner Stelle ge-
meinsam unstetig.

11



Satz 3.7. Das Riemann-Stieltjes-Integral nach konstanten Funktionen g : [a, b] —
R ist gleich O fiir alle f.

Beweis Sei Z eine Zerlegung. Dann ergibt sich fiir die Riemann-Stieltjes-

Summe
n(Z)

o(Z2,1, fdg) = Z f(75) (g(ti) — g(ti-1)) = 0.

=(c—c)=0

3.4 Existenz des Riemann-Stieltjes-Integral

Aus dem letzten Satz folgt somit auch, dass das Riemann-Stieltjes-Integral nach
einer konstanten Funktion g fiir alle f existiert. Ist g nicht konstant, stellt sich
natiirlich die Frage, fiir welche f das Integral tiberhaupt existiert.

Stetige f : [a,b] — R sind Riemann-integrierbar. Das Analogon fiir Riemann-
Stieltjes-Integrale lautet

Satz 3.8. Ist f € C%([a,b]) und g von beschrinkter Variation, d.h. V*(g) < oo,
so existiert das Integral fj fdg, und es besteht die Abschéitzung

/a ' fdg

Definition 3.9. Eine Funktion g : [a,b] — R nennt man dabei von beschrénkter
Variation, wenn gilt

<l Va'(9) -

(2)
Vi (9) = supzez Z g9(t:) — g(ti—1)] < o0
i=1

Beweis
Zunéchst gilt wegen der Stetigkeit von f

Ve>030>0: [s—t]<d=|f(s)— f(t)] <e.

Seien Zerlegungen Z, Z’ gegeben mit Z C Z’ und |Z| < § (woraus folgt, dass
ebenfalls |Z’| < §). Die dazugehérigen Belegungen seien 7 und 7.

Fiir zwei Stiitzstellen 7; € 7 und 7} € 7/, die im selben Teilintervall der Zerlegung
Z liegen, folgt dann

ITi = 7| <6 = |f(r) = f(7})] < e

12



Weil Z’ eine Verfeinerung von Z ist, gilt

0(Z, 7, fdg) — (2", 7', fdg)]

n(Z) n(Z')

= | FE ) — gt = D £l — ot;-,)
i=0 7=0
n(2")

NP CANAR
=0

< e Vig)

Fiir beliebige Verfeinerungen Z;, Z5 von Z gilt

|O—(Zlv7—17 fdg) - 0-(2277_2a fdg)|
< o(21,m, fdg) —o(Z, 7, fdg)| + |o(Z,7, fdg) — 0(Z2, T2, fdg)|
< 2V2(g)

o(Z, 7, fdg) bildet also ein Cauchy-Netz. Es konvergiert daher, d.h. f: fdg exis-
tiert. Schliellich gilt
02,7, fdg)| < [1F e D la(ts) — g(ti-1)] < [ fllo0 VE(9)
|

Als sehr hilfreich erweist sich der folgende Satz, der die partielle Integration fiir
Riemann-Integrale verallgemeinert, wenn es darum geht entweder das Riemann-
Stieltjes Integral konkret zu berechnen oder dessen Existenz zu zeigen.

Satz 3.10. Partielle Integration
Mit f: fdg existiert auch f; gdf, und es gilt

LU@+LZ¢=M&

Beweis Sei Z eine Zerlegung mit | Z| < € und 7 die dazugehérige Belegung.
Dann gilt

n(2)

Z g9(m)(f (t:) — f(tiz1))
i=0
n(Z)

+ D fti)(g(m) = g(tin) + F(t)(g(t) — (7))
1=0
= f(b)g(b) - fa)g(a) = fyl;

13



Die erste Summe stellt o(Z, 7, gdf) dar. Die zweite Summe ist ebenfalls eine
Riemann-Stieltjes-Summe o(Z2’, 7/, fdg) mit einer Verfeinerung Z’ von Z, die
neben den Punkten von Z auch jene der Belegung 7 enthilt. Als Belegung 7'/
wihle man abwechselnd den linken bzw. rechten Endpunkt des Teilintervalls.

Wegen der Feinheit von Z gilt

b
l0(2', 7', fdg) - / fdg| < e

Verwendet man die obige Gleichung, gilt sogar
b
[ (Fals ~ o(2.mgd) ~ [ fdgl <.
a

[ gdf existiert also und ist gleich fagl% — fab fdg.
|

Eine andere praktikable Methode zum Berechnen von Riemann-Stieltjes-Integralen
bietet schlieflich noch der folgende Satz.

Satz 3.11. Transformation in ein Riemann-Integral
Sei f Riemann-integrierbar und g € C*([a, b]), so existiert das Integral f; fdg,

und es gilt
b b
/ fdg = / fodt.

Umgekehrt kann jedes Integral fab fhdt in ein Riemann Stieltjes-Integral f: fdg
umgeschrieben werden, mit g Stammfunktion von h.

Beweis g ist stetig differenzierbar und damit stetig, also gilt
[T —z| <d=lg(r) —g(z)| <e
Nach dem Mittelwertsatz gilt aulerdem

=g'(z) fireinz € [t;—1,t]
ti —ti—1

Weiters ist f Riemann-integrierbar, also 3K > 0: |f| < K.

o(Z,7) = > fm)g(ti) — g(ti))
Z f(ra)g' (x)(ti — ti1)

14



Vergleicht man die letzte Summe mit der Riemann-Summe

n(Z)

Z f(ri)g (ri)(ti — ti1),

i=1

ist die Differenz wegen |¢'(7;) — ¢'(z;)| < € kleiner als K - € - (b — a).

Diese Abschitzung gilt fiir alle Verfeinerungen der Zerlegung, also sind die In-
tegrale gleich.

3.5 Mittelwertsitze des Riemann-Stieltjes-Integrals

Eine wichtige Eigenschaft von Integralen wurde bisher noch nicht behandelt:
die Tsotonie. Wie man sich leicht iiberlegen kann, ist die Differenz g¢(t;) —
g(t;—1) fiir monoton wachsendes g immer positiv. Ist somit f; < fo, gilt auch

o(Z,71, f1dg) < o(Z, T, fadg) bzw. auch bld < b2d.
(2,7, frdg) < 0(Z,7, fadg) [, frdg < [ fodg

Durch die elementare Abschétzung infy, ;) f < f(t) < supy,p f erhélt man
damit den ersten Mittelwertsatz

Satz 3.12. erster Mittelwertsatz Existiert das Integral fab fdg und ist g
auf [a, b] monoton wachsend, so ist

b b
/ fdg = M/ dg mit [in{] f<p<supf
u o a, [a,b]

Bemerkung 3.13. Ist f stetig, nimmt es nach dem Zwischenwertsatz den Wert
w1 auch an.

Satz 3.14. zweiter Mittelwertsatz Sei f monoton und g stetig auf [a,b].
Dann gibt es ein ¢ € [a, b], sodass

/abfdg=f(a)/;dg+f(b)/cbdg

Beweis Angenommen f ist monoton wachsend (wenn nicht gehe man von f
zu —f iiber). Daher gilt fiir eine beliebige Zerlegung Z von [a, b]

n(Z) n(Z)

SOIf) = Ftam)l =D f(t:) = f(tima) = £(b) — f(a)
=1 i=1

15



Da Z beliebig, folgt V.*(f) = f(b)— f(a). f ist somit von beschriinkter Variation.

Nach Satz 3.8 existiert das Integral f: gdf und nimmt nach dem ersten Mit-
telwertsatz den Wert g(c) (f(b) — f(a)) fiir ein ¢ € [a,b] an. Damit existiert

auch f; fdg und es gilt schliellich
b
folt ~ [ gt

b
/ fdg
f(0)g(b) — fa)g(a) — g(c)(f(b) — f(a))

Womit die behauptete Gleichung gezeigt ist.

Beispiel 3.15.
2
/ z(x + 2)dIn(1l + x)
0

(In(1 + 2))" = = ist Riemann-integrierbar auf [0, 2].

“+x
2 22
<+ 2z
2)dIn(1 = d
:>/0 x(x + 2)dIn(1 + x) /0 T+ &
2 1
|0 - g
22
= 7fx+ln(1+x)|(2):ln(3)

Das Riemann-Stieltjes Integral hat interessante Eigenschaften an Unstetigkeits-
stellen von g. Es gilt folgender Satz

Satz 3.16. Ist f iiber [a, b] Riemann-integrierbar und g auf [a, b] bis auf endliche
viele Sprungstellen ¢y, . . ., ¢,, mit Sprunghéhen «; differenzierbar mit ff l¢' (x)|dx <

00, so folgt:
b b n
/fdg=/ fgldz+> a;f(c;)
a a =1

16



4 Das stochastische Integral

Was, wenn man nicht nach einer (deterministischen) Funktion g(t), sondern nach
einem stochastischen Prozess X¢(w) : RT xQ — R integriert? Wiinschenswerter-
weise sollte das Ergebnis wieder eine Zufallsvariable sein. Ein solches Integral
nennt man auch stochastisches Integral. Hier sollen vor allem Integrale nach
einer Brown’schen Bewegung behandelt werden.

Solche Integrale werden oft zur Losung sogenannter stochastischer Differential-
gleichungen eingesetzt. Auf solche trifft man nicht nur in der Finanzmathematik,
sonder auch in den klassischen Ingenieurswissenschaften, wie beispielsweise der
Nachrichtentechnik. (siehe auch [MIKO],[BAUER] oder [OKSEN])

Dabei ist von vornherein noch gar nicht klar, ob ein solches Integral iiberhaupt
existieren sollte. Fiir die Brown’sche Bewegung gilt ndmlich folgender Satz.

Satz 4.1. Eigenschaften der Brown’schen Bewegung
1. Die Brown’sche Bewegung ist fast sicher von unendlicher Variation.

2. Die Brown’sche Bewegung ist fast sicher nirgends differenzierbar.

Nach den herkémmlichen Methoden ist die Existenz also nicht gewéhrleistet.
Tatsédchlich existiert sogar das stochastische Integral fot BsdBs, das im folgen-
den konkret berechnet werden soll. Dafiir wird zunéchst folgendes Resultat aus
der stochastischen Analysis benotigt

Lemma 4.2. Es sei (B;),>, eine d-dimensionale Brownsche Bewegung. Dann

konvergiert folgender Ausdruck im £2? in der Feinheit der Zerlegung fiir das
Intervall [a, b]
n(Z)

. 2
£ - Izylrgo (Bt’i - Btz‘—l) =d-(b—a)
i=1

Beispiel 4.3. fot B,dB,

Wir fassen das Integral zunédchst als Riemann-Stieltjes Integral auf. Bildet man
die zugehorigen Riemann-Stieltjes-Summen und wéhlt als Belegung 7, = t;_1,
d.h. jeweils den linken Randpunkt, ergibt sich

n n
U(Zv T, BSdBS) = Z Bti—l (Bti - Bti—l) = Z Bti—lBti - BtQi,l
i=1 i=1

mithilfe der Binomischen Formel

(Bti - Bti—l)Q = Bt21 + BtQi,l - 2BtiBti71
1 1 1
BtiBti—l = §Bt2, + §Bt271_1 - i(Bb - Bti—l)z
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gilt daher (By = 0)

o(2,7,B4dB,) =

Lé&sst man die Feinheit gegen 0 gehen, ergibt sich daher

t
1
/ B,dB, = —(B? — t)
O 2

fiir 7, = t;_1 als gewéhlte Belegung.

Tatséchlich ist der Wert des Integrals nicht unabhéngig von der Wahl der Bele-
gung.

1. 7; = t; (linker Randpunkt) liefert das Ito-Integral
2. 1= % liefert das Stratonovich-Integral

Da diese Art der Integralrechnung sehr miihsam ist (ein wesentlicher Teil der
Arbeit des vorigen Beispiels wurde durch das Lemma geleistet), betrachtet man
das stochastische Integral zuerst fiir einfache Funktionen.

4.1 das Ito-Integral fiir einfache Funktionen

Man definiert daher zuerst ein stochastisches Integral fiir einfache Funktio-
nen. Das sind Funktionen von der Bauart

k
Zel ti—1.t;) )
i=1

mit F;,-mefibaren Zufallsvariablen e; : Q@ — R

Das It6-Integral ist dann gegeben durch

k
/ C S w dB Zez _Bti—l)
=1

Das Ito-Integral besitzt fiir einfache Funktionen einige wichtige Eigenschaften

Satz 4.4.

1. Der Wert des stochastischen Integrals ist unabhéngig von der Darstellung
der einfachen Funktionen.
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2. Das stochastische Integral ist linear im Integranden.

3. Das stochastische Integral nach einer Brown’schen Bewegung ist stetig
beziiglich der oberen Grenze.

Bemerkung 4.5. Eigenschaft 3 folgt aus der Stetigkeit der Pfade der Brown’schen
Bewegung.

Die Form des Ito-Integrals erinnert auch stark an eine Martingaltransformation
beziiglich der Filtration der Brown’schen Bewegung. Es gilt

Satz 4.6. Martingaleigenschaft des Ito-Integrals

Das Ito-Integral f(: CysdBs,t € [0,T] ist ein Martingal beziiglich der Filtration
der Brown’schen Bewegung F;.

L

— Bt
— int{B_s dB_s)

08

08

04

02
L

00

04

08

Eine der wichtigsten Eigenschaften des Ito-Integral ist die sogenannte Ito-Isometrie

Satz 4.7. Ito-Isometrie
Sei Cs(w) eine einfache Funktion. Dann gilt

([ o)

2
E

:/;E[CSQ] ds
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4.2 der Vg

Wir wollen eine neue Klasse von Funktionen einfithren

Definition 4.8. Sei Vz die Menge aller C' : [0,¢] X  — R mit

1. C ist adaptiert an F;

2. [yE[C?]ds < oo
Durch die Ito-Isometrie ist nun moglich, auch ein Ito-Integral fiir Funktionen
aus dem Vr zu definieren (dieser enthilt auch die Menge der einfachen Funk-

tionen). Der letzte Satz zeigt ndmlich, dass die einfachen Funktionen auch dicht
im Vi beziiglich der £2-Norm liegen.

Satz 4.9. Sei C' € V. Dann existiert eine Folge C") einfacher Funktionen,

sodass .
2
E[(C—-Cc™) ] -0
| e )]
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