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1 Einleitung

In der fondsgebundenen Lebensversicherung betrachten wir Modelle, bei denen der Wert
der Versicherungspolizze nicht mehr als deterministisch angenommen wird, sondern von
einem zugrundeliegenen Fonds abhéngig ist.

Allgemein wird der Wert der Polizze also von der Anzahl der Leistungsanteile an einem
Fonds N (t) und dem Wert eines Anteils zur Zeit t S(t) abhédngen.

Wir werden als Erstes die sogenannten ”Unit-Linked”-Produkte betrachten. Bei diesen
bietet der Versicherer keine Zins- oder sonstige Garantien auf das Versicherungsprodukt
an. Das Kapitalmarktrisiko wird also nicht iibernommen und verbleibt beim Versicherten.
Spéter werden wir auch noch Produkte mit Garantien betrachten. Diese &hneln den Op-
tionen aus der Finanzmathematik, weswegen wir einige Definitionen und Ergebnisse aus
dieser {ibernehmen.

Zuerst aber eine kurze Wiederholung zur Lebensversicherungsmathematik.

2 Grundlegende Ergebnisse der Lebensversicherungs-
mathematik

Da wir im Folgenden viele Begriffe der klassischen Lebensversicherungsmathematik wie
Sterblichkeit, Nettoeinmalprimie einer Todesfall- /Erlebensfallversicherung usw. verwen-
den, hier eine Wiederholung der wichtigsten Ergebnisse.

2.1 Modell fiir die zukiinftige Lebensdauer

Definition 2.1 Die zukiinftige Lebensdauer einer Person im Alter x wird durch die Zu-
fallsvariable T, bezeichnet. G,(t) = P[T, < t| ist die Verteilungsfunktion von T, ¢.(t)
bezeichnet dann die zugehdrige Dichtefunktion.

Definition 2.2 Die Wahrscheinlichkeit eines x-Jéihrigen innerhalb t Jahre zu sterben
wird mit 1q, bezeichnet. (1q, = G(t))

Definition 2.3 Die Wahrscheinlichkeit eines x-Jdhrigen t Jahre zu tiberleben wird mait
Dx bezeichnet. (1p, =1 — G.(t))

Definition 2.4 Die Sterblichkeitsintensitit eines z-Jihrigen im Alter z+t ist definiert

durch pgiq = 139&(?@)

Bemerkung 2.5 Fin paar einfache Zusammenhdnge:
® Dy = 11— tqz
® gt = —% In(;p,)

t
— o s ds
) tpCC = e fo /‘LJ‘+S



2.2 Versicherungsarten

Wir wollen im Folgenden sowohl die temporéire Todesfallversicherung als auch die Er-
lebensfallversicherung (welche laut Definition ebenfalls temporér ist) erldutern. Zuerst
betrachten wir den diskreten Fall, werden danach aber auch die stetige Todesfallversiche-
rung definieren. Solange nicht anders angegebeben, wird die Versicherungssumme auf 1
gesetzt, andere Versicherungssummen lassen sich dann einfach durch passende Multipli-
kation erreichen.

2.2.1 Erlebensfallversicherung

Bei einer Erlebensfallversicherung (engl. pure endowment) iiber n Jahre wird die Versi-
cherungssumme genau dann ausbezahlt, wenn der Versicherungsnehmer nach n Jahren
noch am Leben ist. Der Barwert ist folglich:

v wenn K, >n
Barwert: 7 = { 0 sonst (1)
Daraus folgt fiir die Nettoeinmalpramie
A, =ElZ] =" ups 2)

2.2.2 Temporire Todesfallversicherung

Bei einer temporaren Todesfallversicherung iiber n Jahre erfolgt die Auszahlung der Ver-
sicherungssumme bei Tod des Versicherungsnehmers innerhalb von n Jahren.

Kp+1
Barwert: Z = { Y wenn K, <7 (3)
0 sonst
Dies liefert fiir die Nettoeinmalprimie
n—1
Ao =ElZ1 =) 0" s qosn (4)
k=0

2.2.3 stetige Todesfallversicherung

Bis jetzt haben wir nur mit Auszahlung am Ende des Todesjahres gerechnet (diskrete
Formeln!). Nehmen wir nun an, dass die Auszahlung direkt zum Todeszeitpunkt erfolgt,
verdndern sich die Formeln des Barwerts und der NEP der Todesfallversicherung zu

Barwert: Z = ¢(T,) v (5)

Nettoeinmalpriamie: A, = E[Z] = / c(t) v ipy posedt (6)
0



2.3 Das Deckungskapital

Das Deckungskapital zum Zeitpunkt t ist versicherungsmathematisch gesehen der Wert,
welcher einem Versicherungsvertrag zum Zeitpunkt t zugeordnet werden kann. Dies ist
einerseits fiir die versicherungstechnischen Riickstellungen wichtig, andererseits bestimmt
das Deckungskapital auch den Riickkaufswert in der Lebensversicherung. Fiir das Deckungs-
kaptial wichtig ist der Begriff des (zukiinftigen) Verlustes ”L”.

Definition 2.6 ;L bezeichnet die Differenz aus kiinftigen Leistungen und kiinftigen Prdamien
zum Zeitpunkt t betrachtet und auf t diskontiert. (”zukinftiger Verlust zum Zeitpunkt t”)

Bemerkung 2.7 Aufgrund des Aquivalenzprinzips gilt zum Zeitpunkt t = 0 : E[L] = 0.

Definition 2.8 (Deckungskapital) Der Erwartungswert des zukiinftigen Verlustes be-
zogen auf den Zeitpunkt t unter der Bedingung, dass der Versicherte zum Zeitpunkt t noch
am Leben ist, heifst Deckungskapital. Es gilt:

Es gibt verschiedene Mdéglichkeiten das Deckungskapital darzustellen. Da wir im Fol-
genden die prospektive Darstellung verwenden werden, wollen wir diese hier erldutern.
Bei der prospektiven Darstellung betrachten wir die Differenz der zukiinftigen Leistungen
und der zukiinftigen Pramien.

Definition 2.9 (prospektive Darstellung) Deckungskapital (prospektive Darstellung)
fiir eine allgemeine Versicherung mit Ablebensleistung c;, Erlebensleistung e; und Prdmie
P, gilt:

o0 o0
_ ket k
Ve = E Corbt1 V" kDott Qothtt — E (Prtt = €htt) V" kDot (8)
k=0 k=0

2.4 Die klassische Thielesche Differentialgleichung

Satz 2.10 (Thielesche Differentialgleichung) Die Nettoeinmalpramie einer lebens-
langen stetigen Todesfallversicherung A, geniigt der folgenden Differentialgleichung

A,

o = Ay (64 pta) — o (9)

Die Thiel’sche Differentialgleichung beschreibt also die Entwicklung der Nettoein-
malprimie einer stetigen Todesfallversicherung abhéngig von der Zeit t. Der Ausdruck
" A, (64 p1,)” der rechten Seite der Gleichung steht hier fiir den Zins und die Todesfallleis-
tung und der Term ”—p,” bezeichnet den Sterblichkeitsgewinn, welcher auch ” Anerbe”
genannt wird.



3 (pure) Unit Linked-Produkte

Zu Beginn unserer Betrachtung fondsgebundener Lebensversicherungen wollen wir Pro-
dukte betrachten, die nur von einer Wertschrift oder einem Fonds abhéingen ohne zusétzliche
Garantien anzubieten. Bei Eintritt des versicherten Ereignisses versprechen einem diese
sogenannten ,, Unit Linked“ Produkte eine bestimmte Anzahl von Anteilen eines Fonds.
Wir definieren:

N(t) Anzahl der Leistungsanteile zur Zeit t

S(t) Wert eines Anteils zur Zeit t

Im Folgenden nehmen wir an, dass N(t) deterministisch ist.

Dies ergibt fiir eine reine Todesfallversicherung folgende Gegeniiberstellung

| Traditionell (pure) Unit Linked
Auszahlung C(t)=1 C(t) = S(t)
Wert(Zeit 0) | mo(t) = exp(—0dt) mo(t) = S(0)

Einmalpramie ]E[fOT mo(t)d(XT, < t)] E[fOT mo(t)d(XT, < t)]

= fOT exp(_ét)tpx/lx—&-tdt = S(O> fOT tpac,ux-i-tdt

= (1 = 1p2)S(0)

Bemerkung 3.1 Hier ist schin zu sehen, dass fir den Versicherer bei Unit-Linked Pro-
dukten das finanzielle Risiko geringer ist als bei dem traditionellen Produkt, welches ja
eine Zinsgarantie beinhaltet.

Desweiteren ist anzumerken, dass bei der Berechnung der FEinmalprdamie implizit ange-
nommen wurde, dass der auf die Zeit 0 diskontierte Wert des Fonds zur Zeit t, dessen
Wert zur Zeit 0 entspricht. Hieraus wird ersichtlich, dass wir uns fiir die Berechnung einer
Priamie zuerst Gedanken tiber den Wert bzw. Preis einer Wertschrift machen miissen.



Da wir im Folgenden auch Produkte mit Garantien betrachten werden, nun auch noch
zwei Beispiele, wie diese aussehen kénnen.

Wird dem Versicherten zumindest die Anzahl der einbezahlten Pramien als payoff ga-

rantiert (sog. Riickgewéhr der einbezahlten Pramien) so kénnte man die Garantie wie
folgt notieren

t
G(t) = / p(s)ds (10)
0
wobei p die Pramiendichte zur Zeit s bezeichnet.

Allgemeiner kann man auch eine Garantie betrachten, welche der Hohe der mit einem
fixen Zinssatz verzinsten Primien entspricht:

t
G(t) = / exp(r(t — s))p(s)ds (11)
0
In beiden Fillen hat die Auszahlungsfunktion die Form

C(t) = max(S(t), G(t)) (12)

Entwickelt sich der Fonds geméaf3 eines stochastischen Prozesses mit Wahrscheinlich-
keitsmafl P, konnte man geneigt sein den diskontierten Wert von C(t) so anzuschreiben:

mo(C(t)) = B [max(S(1), G(1))]

Wir werden spéter aber sehen, dass dies nicht so einfach ist und in einem fairen Markt
gelten muss:

mo(C(t)) = E°max(S(t), G(1))]

wobei Q ein zu P dquivalentes Martingalmaf ist.
Finanzmathematisch handelt es sich bei C'(t) um eine Option. Um diese zu bepreisen
bendtigen wir einige Ergebnisse aus der Finanzmathematik.



4 Grundbegriffe der Finanzmathematik

In diesem Abschnitt wollen wir einen Einblick in die moderne Finanzmarkttheorie gewin-
nen. Wir werden uns im Folgenden einerseits der Modellierung von Aktienkursen widmen
und hierfiir die Brownsche Bewegung einfiihren, andererseits werden wir sowohl Preissys-
teme in diskreter als auch stetiger Zeit betrachten und diese iiber die ”arbitrage free
pricing”-Theorie bepreisen.

4.1 Modellierung von Aktienkursen

Es gibt viele Moglichkeiten Aktienkurse mithilfe stochastischer Prozesse zu modellieren.
Wir wollen im Folgenden die geometrische Brownsche Bewegung (S;(w)) verwenden. Dazu
miissen wir erst die Standard Brownsche Bewegung W (¢) definieren

Definition 4.1 (Brownsche Bewegung) Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).
FEin stochastischer Prozess W (t):>o ist eine Brownsche Bewegung, genau dann, wenn fol-
gendes erfillt ist:

W(0) =0 fast sicher

Die Pfade t — W (t) sind fast sicher stetig

W (t) hat unabhdngige, stationdre Inkremente

Alle Inkremente sind normalverteilt mit:

EW, =W, =0 Var[W,—W]=t—s firalle 0<s<t (13)

Nun kénnen wir die geometrische Brownsche Bewegung (S;(w)) definieren:

Definition 4.2 (geometrische Brownsche Bewegung) Die geometrische Brownsche
Bewegung (Si(w)) setzt sich zusammen aus der Brownschen Bewegung W(t), dem Akti-
enkurs zu Beginn (t=0), einem Driftterm n und einer Volatilitit o:

S(t) = 5(0) - expl(n — 50t + oW (1) (14)

Bemerkung 4.3 Die Volatilitit o bezeichnet in der Statistik die Schwankung von Zeitrei-
hen, steuert also den Einfluss des Zufalls auf den Prozess S(t). Der Driftterm n beschreibt
die deterministische Tendenz des Prozesses. Ist n > 0, so wdchst der Wert von S in Er-
wartung, ist er negativ, fallt S tendenziell.



Folgend eine Grafik welche demonstriert, wie eine geometrische Brownsche Bewegung
bei verschiedener Wahl der Parameter aussehen kann.

Geometrische brownsche Bewegung

— exp(0.8x)
— u=08,6=04
— un=08,0=025
n=0.8,0=0.1
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Eng verbunden mit obigen Themen ist auch der Begriff der o-Algebra. In der Finanz-
mathematik stellen wir oft bestimmte Bedingungen an diese, wir definieren:

Definition 4.4 (Filtration) Eine Familie (F;)icr wobei 7 C Ny heifit Filtration auf
(Q, F,P) falls

o F, C F ist o-Algebra

o F.C F firs<t

(Q, F, (Fi)ier, P) heifst dann gefilterter Wahrscheinlichkeitsraum

Dazu verwandt sind folgende Begriffe:
Definition 4.5 Ein stochastischer Prozess (X;)ier heifst
o adaptiert, falls X; ist Fi-messbar

o previsibel, fallls X, ist F;_1-messbar



Zuletzt wollen wir uns noch dem Begriff des Martingals widmen und diesen geméafl der
Finanzmathematik definieren

Definition 4.6 (Martingal) Fin stochastischer Prozess (Xi)ier auf einem gefiltertem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (Fy)ier, Q) heifit (Q-) Martingal genau dann, wenn
LEP| Xy|]<oo VterT

2. X, =EQ[Xy| F] 0<s<t<T

Definition 4.7 Ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf (2, F) heifst Martingalmaf, falls der
diskontierte Preisprozess (Xi)ier €in (Q-) Martingal ist.

4.2 Optionen

Neben dem Aktienkurs selbst, ist fiir uns auch die Entwicklung der Werte bzw Preise von
Optionen von Interesse. Optionen sind Wertschriften mit denen man das Recht, aber nicht
die Pflicht erhilt, ein Wertpapier oder ein anderes Produkt zu einem spéteren Zeitpunkt
zu einem vereinbarten Preis zu kaufen bzw. zu verkaufen.

Folgend zwei Beispiele européischer Optionen

e Européische Call-Option H = max (St — ¢, 0)
e Européische Put-Option H = max(c — Sr,0)

Wie wir bereits gesehen haben, wird besonders die Bepreisung solcher Optionen fiir
uns von Interesse sein. Dieser widmen wir uns in den folgenden (Unter-) Kapiteln, wo-
bei wir zuerst den diskreten Fall betrachten werden, um danach iiber das Black-Scholes
Marktmodell auch zur Bepreisung von Optionen in stetigen Mérkten zu kommen.



4.3 Preissysteme
4.3.1 Preissysteme in diskreter Zeit

Fiir dieses Kapitel werden folgende wichtige Annahmen getroffen, welche den Grundrah-
men unseres Finanzmodells bilden

e Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit €2 endlich
e Plw)>0VweN
e Es sei ein endlicher Zeithorizont T fixiert, an dem alle Handelsgeschéfte aufhoren.

e Die Filtration F; sei die o-Algebra der zur Zeit t beobachteten Ereignisse

Den Verlauf von k < oo Wertschriften modellieren wir jeweils mittels eines stochastischen
Prozesses S* Vk. Der Vektor S enthélt den Verlauf der einzelnen Wertschriften zu den
diskreten Zeitpunkten {0,1,2,... ,T}.

S={S, t=0,1,2,...,T} mit Komponenten S°, S*, ..., S* (15)

Es ist verniinftig zu verlangen, dass wir zum Zeitpunkt t den Verlauf von S in der Ver-
gangenheit kennen. Darum gilt die Grundannahme

e jedes S7 ist adaptiert beziiglich (F;),

Die nullte Wertschrift nimmt einer Sonderstellung ein, sie wird mit
o S{=(+r)

definiert und entspricht damit einem ,,Bankkonto*, auf welchem risikofrei zu einem fixier-
ten Zinssatz r angelegt werden kann.

Der risikofreie Diskontierungsfakter (3; ist dann definiert als

b= g = (41 (16)

Nachdem diese Grundlagen fiir unseren Markt festgelegt sind, mochten wir den Begriff
einer Handelsstrategie definieren

Definition 4.8 (Handelsstrategie) Eine Handelsstrategie (engl. trading strategy) ist
ein previsibler (¢; € Fi_1) Prozess ® = {¢y, t = 1,2, ..., T} mit Komponenten ¢F.

ok interpretieren wir als die Anzahl der Wertschriften k, welche wir zwischen [t — 1,t]

besitzen.
¢¢ nennt man daher auch Portfolio zur Zeit t.

10



Betrachtet man das Intervall [t — 1,¢[, so betrigt der Gewinn ¢, - AS;, wobei AS; =
S; — S;_1. Fiihren wir diesen Gedankengang fort, lasst sich der totale Gewinn im Intervall
0,¢] darstellen als:

Gi(¢) =) ¢- - AS; (17)

Wir setzen Go(¢) = 0 und nennen (Gy);>o Gewinn zu t.
Definition 4.9 FEine Handelsstrategie ist selbstfinanzierend, falls

¢t-St:¢t+1-St Vt:1,2,,T—1 (18)

Diese Definition ist wichtig fiir die folgende Festlegung, welche beschreibt welche Arten
von Handelsstrategien fiir uns von Bedeutung sind.

Definition 4.10 Fine Handelsstrategie ist zuldssig, falls sie einerseits selbstfinanzierend
1st, und andererseits

¢Sy, fallst=1,2,...,T
V(o) '_{ o1 - Sy, fallst =0.

nicht negativ ist. ® ist die Menge der zulissigen Handelsstrategien.

Bemerkung 4.11 Wir betrachten also nur Handelsstrategien, welche nicht zum Konkurs
fiihren und welchen kein Geld zu- oder abgefiihrt wird.

Definition 4.12 Unter einer Bezugsvariablen wollen wir eine positive Zufallsvariable X
verstehen. X bezeichne die Menge aller Bezugsvariablen.

Die Zufallsvariable X ist erreichbar, falls es eine zuldssige Handelsstrategie ¢ € ® gibt,
welche diese erzeugt, d.h.

Vr(¢) = X (19)

In diesem Fall sagt man "¢ erzeugt X”.

Definition 4.13 Fliir eine erreichbare Bezugsvariable X, die durch ¢ erzeugt wird, be-
zeichnen wir mit

T =Vo(9) (20)

thren Preis.

Bemerkung 4.14 Dieser Preis muss nicht unbedingt eindeutig sein, wie wir spdter sehen
werden und entspricht dem Startwert des Portfeuilles.

11



4.3.2 Arbitrage

Nun kommen wir zu einem zentralen Thema der Finanzmathematik. Eine Arbitragemaoglichkeit
bedeutet vereinfacht ausgedriickt die Moglichkeit, Gewinn ohne Risiko zu erwirtschaften.
Solche Moglichkeiten sollten natiirlich in einem verniinftigen Marktmodell nicht beste-
hen, weswegen wir versuchen werden Mérkte zu definieren, in welchen es keine Arbitra-
gemoglichkeiten gibt.

Dafiir miissen wir den Begriff Arbitrage aber erst im mathematischen Sinne definieren:

Definition 4.15 (Arbitrage) Unter einer Arbitragemdiglichkeit verstehen wir ein ¢ €
D mat

o Vo(¢) =0
e Vr(¢) >0
o PlVr(¢)>0]>0
Als néchstes miissen wir definieren, was wir unter einem Preissystem verstehen:
Definition 4.16 (Preissystem) Eine Abbildung
m: X —|0,00], X — 7(X) (21)

heisst genau dann Preissystem, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

-1(X)=0<=>X=0
- m st linear.
Ein Preissystem nennt man konsistent, falls

(Ve (6)) = Vo(o) fir-alle ¢ € © (22)

Mt 11 bezeichnen wir die Menge der konsistenten Preissysteme.

Definition 4.17 Mit P bezeichnen wir die Menge
P = {Q Maj$ dquivalent zu P, unter welchem [ x S ein Martingal ist} (23)

wober B den Diskontierungsfaktor von Zeit t nach Zeit 0 bezeichnet. Die Mafle u € P
heissen dquivalente Martingalmajfle

12



Folgender Satz zeigt uns nun in welchem Zusammenhang die oben eingefiihrten Begriffe
stehen.

Satz 4.18 Zwischen den Mengen der konsistenten Preissysteme m € 11 und den Mafien
Q € P emistiert eine Bijektion, definiert durch

1.7(X) = EQ[BrX]

2.Q(A) = m(S%Xy4) fiir alle A € A.

Bevor wir den obigen Satz beweisen, noch zur Erinnerung die Kolmogorovschen Axiome
fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P

Definition 4.19 (Kolmogorov Axiome) Sei (Q2,.A) ein Ereignisraum. Fine Funktion
P heifst Wahrscheinlichkeitsmaf$ iber A, wenn gilt:

(K1) P: AR

(K2)0 < P(A)<1VAe A

(K3) P(2) =1 (Normierungsbedingung)

(K4) P(> 02 Ak) =D ey P(Ay), wenn (Ag) paarweise disjunkt ist.

Beweis (vlg. [KO]) Wir definieren 7(X) = EQ[B7X] fiir Q € P . 7 ist ein Preissystem,
weil P auf Q strikt positiv und Q zu P dquivalent ist. Zu zeigen bleibt also, dass m kon-
sistent ist. Hierzu sei ¢ € ®. Dann gilt:

BrVr(¢) =

= BrorSr+ Y, (6 — $i11)B:Si

= Bi6181 + 31y i(BiSi = BimaSica),
wobei wir verwendet haben, dass ¢ selbstfinanzierend ist. Damit gilt
m(Vr(9)) =

= E@[BrVr(9)]

= EQ[B1615] + B3, 0i(BiSi — Bi-1Si1)]

= EQ[B1615] + 1y EY[DER((B:S; — Bi-1Si1)| Fia]]

= (iE?[B151]

= ¢1505,

Hier haben wir verwendet, dass ¢ previsibel ist, und dass 5 S unter QQ ein Martingal ist.
Somit haben wir bewiesen, dass 7 ein konsistentes Preissystem ist.

13



Sei nun 7 € II ein konsistentes Preissystem und Q definiert wie oben. Dann ist Q(w) =
m(SPX (w)) > 0, fiir alle w € Q, da SPX(w) # 0. Weiterhin ist 7(X) =0 <=> X =0
und somit ist Q absolut stetig beziiglich P.

Als Néchstes wollen wir zeigen, dass es sich bei Q um ein Wahrscheinlichkeitsmafl han-
delt. Wir definieren hierzu:

=1 und o =0 Vk #£0.
Da ¢ konsistent ist gilt

1=1h(0)
= w((Ve(4))
= (89.-1)

= Q).

Da die Preise auf positiven Bezugsvariablen positiv sind, und da €2 additiv ist, folgen die
Kolmogorovschen Axiome, da © endlich ist. Per Definition gilt Q(w) = m(S%- X{w}) und
somit auch

E[f] = >, 7(S7 - X(w) - f(w) = 7(Sp - 3, f(w))-
Fir f = BrX gilt also
EC[BrX] = m(S} - pr - X) = m(X).

Es bleibt noch zu zeigen, dass 7Sk fiir alle k ein Martingal ist. Sei k eine Koordinate
und 7 eine Stoppzeit. Wir definieren

¢? = thﬂ
Sk
¢? = (W;)Xt>7'-
(Man hélt bis zur Zeit 7 die Wertschrift k und investiert dann den Erlés in eine risiko-

freie Anlage.) Es ist einfach zu zeigen, dass die Strategie ¢ sowohl vorhersehbar als auch
selbstfinanzierend ist. Es gelten die folgenden Gleichungen

Vo(o) = Sh,
Vi(6) = (3)59

und weiterhin

58 = (55 4 -
= ]EQWT ) Sf]

Da die obigen Gleichung fiir eine beliebige Stoppzeit 7 gilt, ist [SrS% ein Martingal
beziiglich Q. O

14



Nachdem wir diesen zentralen Satz der Finanzmathematik bewiesen haben, wollen wir
noch einige wichtige Aussagen ohne Beweise anfiihren, diese finden sich in der zusténdigen
Fachliteratur (vgl. zum Beispiel [FS]).

Satz 4.20 Folgende drei Aussagen sind dquivalent:

1. Das Marktmodell lisst keine Arbitrage zu
2.P#0)
S I#0D

Bemerkung 4.21 Obiger Satz bedeudet, dass die Fxistenz zumindest eines Martingal-
mafles bzw. eines konsistenten Preissystems dquivalent dazu ist, dass unser Marktmodell
keine Arbitrage zuldsst.

Lemma 4.22 Fulls es eine selbstfinanzierende Strategie ¢ € ® mit
Vo(¢) =0, Vr(¢) >0, E[Vr(¢)] >0 (24)
gibt, lisst das Marktmodell Arbitrage zu.

4.3.3 Preissysteme in stetiger Zeit

Fiir Modelle in stetiger Zeit sind viele Notationen analog zur ihrem diskreten Pendant.
Ein grofler Unterschied zum diskreten Fall ist aber, dass wir annehmen, dass P # 0.
Folgend wollen wir einige Definitionen vornehmen.

Definition 4.23 o Fine Handelsstrategie ¢ bezeichnet einen lokal beschrinkten, pre-
wisiblen Prozess.

o Unter dem der Handelsstrategie ¢ zugeordneten Wertschopfungsprozess V verstehen
wir:

k
ViII=R, ¢ = V(g) =¢S5 =) -5 (25)
=0

e Unter dem Gewinnprozess G verstehen wir:
T r k
G:H—>R,¢—>G(¢):/ ¢d5:/ > ¢ldst (26)
0 0 =0

o ¢ ist selbstfinanzierend, falls Vi(¢) = Vo(o) + Gi(9).
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Fiir die Definition der zuldssigen Handelsstrategie verwenden wir folgende Notation:

Zl =By - Si, Diskontierter Wert von Aktie i
G*(¢) = [SF, ¢ldZ’, Diskontierter Gewinn

VH(¢) = BV(¢) = ¢" + 31, ' Z".

Definition 4.24 (zulidssige Handelsstrategie) Wir nennen eine Handelsstrategie zuldssig,
wenn folgendes erfiillt ist:

1. V*¥(¢) > 0,

2. V*(¢) = V*(d)o + G*(9)
3. V*(¢) ist ein Martingal unter Q.

Satz 4.25 Es gilt
1. Der Preis einer Bezugsgrofie X ist gegeben durch n(X) = E[BrX]
2. Die BezugsgrifSe ist erreichbar <=>V* =V*+ [ HdZ VH.

Nun koénnen wir einen vollstdndigen Markt definieren.

Definition 4.26 Der Markt ist vollstindig, falls jede integrierbare Bezugsgriofie erreich-
bar ist.
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5 Das okonomische Modell

In diesem Kapitel werden wir nun die bisher zusammengetragenen Ergebnisse benutzen,
um ein 6konomisches Modell fiir unseren Markt zu konstruieren. Fiir die Modellierung
der Aktienkurse werden wir, wie oben besprochen, die geometrische Brownsche Bewegung
verwenden. Zusétzlich betrachten wir fiir fondsgebundene Lebensversicherungen noch die
zukiinftige Lebensdauer T,.

5.1 Allgemeine Konventionen

- T, bezeichnet die zukiinftige Lebensdauer eines x-Jahrigen.
- Mit Hy = o(T > 5,0 < s < t) bezeichnen wir die von T}, erzeugten o-Algebren

- Fiir die Wertschriften nehmen wir fiir den Rest dieses Kapitels an, dass sich das Refe-
renzportfolio geméf einer standardisierten Brownschen Bewegung W () entwickelt.

- Mit G; bezeichnen wir die von W erzeugten o-Algebren, erweitert um die P-Nullmengen.

- Wir nehmen an, dass G, und H; stochastisch unabhéngig sind. Dies bedeutet, dass die Fi-
nanzvariablen unabhéngig von der zukiinftigen Lebensdauer sind (oft als ” Unabhéngigkeit
der Finanzvariablen” bezeichnet).

- Mit F; = 0(Gy, Hy) bezeichnen wir die von G; und H,; erzeugte o-Algebra.

5.2 Black-Scholes-Marktmodell

Als néchstes wollen wir nun unser Modell einfiithren. Das sogenannte Black-Scholes Markt-
modell besteht aus einem risikofreien Bonds und einer Risikoanlage, modelliert durch eine
geometrische Brown’sche Bewegung und ist folgender Form.

Definition 5.1 (Black-Scholes-Marktmodell) In diesem Marktmodell gibt es zwei
Anlagemdéglichkeiten:

B(t) = exp(dt) Risikofreie Anleihe (27)

S(t) = S(0)exp[(n — %(72)75 + oW (t)] Fonds (28)

Als néchesten Schritt betrachten wir die diskontierten Werte von B(t) und S(t).

B*(t) = % =1 (29)
SH(t) = % — S(0) expl(y — 6 — %&)t + oW (8] (30)
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Fiir die Berechnung der Optionspreise ist es nun notwendig ein dquivalentes Martin-
galmafl () zu bestimmen, unter dem S* ein Martingal ist. Wir suchen also ein Mafl @),
sodass S* ein Martingal unter @) ist.

Hierzu definieren wir folgende Radon-Nikodym-Dichte:

1,n—0y2, n—29
& =exp (- 5(2) = 1=w) (31)
fiir welche folgende 3 Eigenschaften gelten:
2. V(6] = eap(2)? £) ~ 1
3.4 >0

Bemerkung 5.2 Obige Eigenschaften der Dichte folgen aus der Definition der Brown’schen
Bewegung W (t), genauer aus W(t) ~ N(0,t).

Folgenden Satz wollen wir ohne Beweis angeben, er folgt aus einem Folgesatz des Girsanov-
Theorems aus der Theorie der stochastischen Integration.

Satz 5.3
n—20
o

W, = W(t) + t (32)

st unter QQ = & - P eine standardisierte Brownsche Bewegung, wobei & wie oben definiert.

Mithilfe dieser Transformation haben wir nun ein gesuchtes Martingalmafl @) fiir S* ge-
funden.

Satz 5.4 .
S*(t) = S(0) exp ( — 5ot +o W(t)) (33)

ist ein Martingal unter Q).

Beweis Fiir t,u € R,u >t ist folgende Gleichheit zu beweisen:

E°[S*(u)| F] = S*(t) (34)
Hierzu verwenden wir die folgende Notation: u = t+At, W,, = W+ AW und Z ~ N(0,1)
B9[S (u)| Fi]
= E9[S(0) exp(—30%t + oW (t) + (—30°At + c AW))| F]
= 5%(0) exp(—30%t + oW (t))E®[exp(—302At + oV At Z| F]
= S*(t).

Somit ist Q ein zu P dquivalentes Maf}, unter dem S* ein Martingal ist. O
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Satz 5.5 In der oben definierten Okonomie, gegeben durch (Q, A, P), S und B, folgt fiir
den Preis einer Todesfallsumme C(T) zur Zeit t nun:

m(T) = E%fexp(—0(T — )C(T))| Fi] (35)

Bemerkung 5.6 Hier ist schin ersichtlich, dass im Gegensatz zum diskreten der FEr-
wartungswert hier iber das dquivalente Martingalmaf () genommen wird und nicht iiber

P.

Konkret folgt nun fiir die Einmaleinlagen im obigen Modell:

Erlebensfallversicherung:

V(0) = E?[exp(—~0T)C(T)] 7p. (36)

Temporire Todesfallversicherung;:

V(0) = /O Efexp(—6t)C/(1)] ips i s dt (37)
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6 Die Berechnung der nétigen Einmaleinlagen

Bisher haben wir nur ,,unit-linked“ Produkte betrachtet, nun erweitern wir unser Modell
und berechnen die Einmalanlagen fiir Polizzen, welche noch zusétzliche Garantien bein-
halten. Zur Erinnerung:

S(7)
G(7)

Versicherungssumme zur Zeit 7
Anzahl Fondsanteile zur Zeit 7

Kurs der Wertschriften zur Zeit 7

Garantierte Leistung zur Zeit 7

es gilt: C'(1) = max{N(7)S(7),G(7)}

6.1 Erlebensfallversicherung

Satz 6.1 Gegeben ist das Black-Scholes-Modell. Dann ist die Nettoeinmalprdmie fiir eine
reine Erlebensversicherung in der Héhe von

gegeben durch

7Gy = 190 [G(T) exp(—0T)(—dy(T)) + S(O)N(T)®(d}(T))]

wobet

C(T) = max{N(T)S(T),G(T)}

1Y 2
B(y) = —— | exp= s,
N R GRE a C)
i (s) = —— (s> )
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Beweis (vgl [KO]) Im Folgenden bezeichnen wir mit J* stets den diskontierten Wert der
Zufallsvariablen J. Der Wert der Erlebensleistung zur Zeit Null betriagt E€[C*(T)]. Wir
bezeichnen mit Z = S*(7). Dann gilt:

Gy = 1, B¢ [max{N(T)Z,G*(T)}]

und

Z =5(0)exp (— %O‘QT + UW(T)) mit  W(T) ~N(0,7)

Somit erhalten wir:

e — / " max[N(T)S(0) exp(~50°T +00), G*(T)] F(C)dC.

1 1
mit f(0) = =z exp (= 570
G*(T)

Als Niichstes setzen wir { = %[ln[m] + 202T] und bemerken, dass falls ¢ > ¢ auch
N(T)Z > G*(T). Dies bedeutet, dass sich die Einmaleinlage wie folgt berechnen l&sst:

¢
G = (G1) [ f0)ac
FN)S0) [ (=30 T+ 00 £(0) )

= ma(e) [ s0ac

= e (= TP F(O ).

Aus der obigen Gleichung folgt durch Vereinfachung der Terme das gewiinschte Resultat.
([

+ N(T)S5(0) /Coo

6.2 Todesfallversicherung

Satz 6.2 Gegeben ist das Black-Scholes-Modell. Dann ist die Nettoeinmalprdmie fiir eine
tempordre Todesfallversicherung in der Hohe von

C(T) = max{N(T)S(T), G(T)} (43)

gegeben durch
Gor = /0 (G(t) exp(—0t)®(—dy(t)) + SO)N ()P (d} (1)) eps pro-e ) dt (44)

wobei ®(y), di(s), d5(s) gleich wie oben definiert sind.

Bemerkung 6.3 Der Beweis erfolgt analog zur Erlebensfallversicherung.
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7 Die Thielesche Differentialgleichung

Wir haben die klassische Thielesche Differentialgleichung schon in Kapitel (2.4) den
Grundbegriffen der Finanzmathematik kennengelernt. Nun wollen wir sie auch fiir die
fondsgebundene Lebensversicherung herleiten. Hierzu miissen wir aber zuerst den Begriff
der Pramie und des Deckungskapitals fiir diesen Versicherungstyp definieren.Im Folgen-
den bezeichne p(t) wieder die Pramiendichte zur Zeit t. Aufgrund des Aquivalenzprinzips
muss nun folgende Gleichung gelten:

Gy = / B(t) exp(—6t) 1p, dt (45)

Mithilfe der Préamien kénnen wir uns nun das Deckungskapital fondsgebundener Versi-
cherungen ansehen. Wir betrachten dabei wieder getrennt Erlebensfallversicherung und
temporéare Todesfallversicherung:

Erlebensfallversicherung:

V(t) = ripoye m(T) — /t (p(¢) exp(=d(¢ — 1)) ¢—tPaett dC (46)

temporire Todesfallversicherung:

V(t) = /t Wt(() Ha+¢ ¢—tPz+t (C—1t) - ﬁ(C) eXP(_‘S(C - t))C—tpac—i—t d¢ (47)

wobei:

mi(s) = G(s) exp(—d(s — 1)) (—dy(s)) + N(s)S(t)2(di(s)) (48)

di(s) = o (s >1) (49)

Bemerkung 7.1 Anzumerken ist, dass die Reserven nicht wie im klassischen Fall de-
terministisch sind, sondern vom Wert der zugrunde liegenden Wertschrift abhdngen. Aus
diesem Grund werden wir nun das Gebiet der deterministischen Differentialgleichungen
verlassen und stattdessen die Ito-Formel verwenden. Im stetigen Fall lautet diese:

df (W (t)) = f'(W())dW (t) + %f”(W(t))dt (51)

wobei W (t) eine standartisierte Brown’sche Bewegunyg ist.
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Fiir die bisher behandelten Versicherungstypen gilt dann folgender Satz:

Satz 7.2 (Thielesche Differentialgleichung) 1.Die Differentialgleichung fiir den Markt-
wert einer reinen Erlebensfallversicherung lautet:
oV 1 , 0?V ov

i P(t) + (Hare + ) V() — B a?S(t) 952 55(75)% (52)

2. Die Differentialgleichung fiir den Marktwert einer tempordren Todesfallversicherung
lautet:

TLP0) + e +0) V() — O e — 3 0S5 —55(0) 9 (58)

Bemerkung 7.3 Bevor wir diesen Satz beweisen noch 2 Bemerkungen zu obigen For-
meln.

o Setzen wir pizoy = p(t) =0 VYt und formen um, so erhalten wir

oV OV 1 . L0V
S H 0855 + 5 7St S =3V (D) (54)

Dies ist aber genau die klassische Black-Scholes Formel, wobei hier dann V (t) den
Wert einer Option zum Zeitpunkt t ausdriickt.

e Die ersten Terme der Gleichung beschreiben die Abhdngigkeit des Deckungkapitals
von den Prdmien, der Sterblichkeit und dem Zins und entsprechen somit dem klassi-
schen Fall. Bedingt durch den Fonds kommt bei diesem Versicherungstyp der Term
—§U2S(t)2§% — 5S(t)‘g—‘§ hinzu, welcher die Fluktuationen der zugrundeliegenden
Wertschrift beschreibt.

Beweis (vgl. [KO])
Da m(T) = exp(—dt)m/(T),

folgt aus der Definition von V die folgende Gleichung;:

V(t) = 7o 7 (1) exp(dt) — /t P(C) exp(—0(C — 1)) ¢—tPa+t dC

und somit
m(T) = o) [V + [ 50) exp(=0(C = ) coapmee ],
wobei (—6)
_exp(—
(b(t) B T—tPx+t

Da 7 eine Funktion von S und t ist, konnen wir die It6-Formel auf die Funktion 7} (¢, S)
anwenden:

1
dY, = Updt + U, dX; + §Umb2 dt

1
=U,dt + §Um62 dt + U,bdB,
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und erhalten:

. on*  Or* 1 9%*r* , on*
av = (Gr+ g5 oty g b)) &+ g
wobei wir wissen, dass R

dS =6S(t)dt +oS(t)dW.
Somit ist a = §S(t) und b = 0S(t). Als Néchstes wollen wir die verschiedenen Terme fiir
die obige Formel bestimmen:

or* oV
53 <z6()

82 * 82

082 W)@

* . .
Um aait herzuleiten, berechnen wir zuerst:

0
a ¢—tPz+t = Hatt ¢—tPa+tt

0 . —0 eXP<_5t) T—tPx+t — exp(—ét) T—tPr+t Mo+t
—o(t) = >
ot (1—tPwtt)
exp(—0dt
T—tPx+t

—(Haqt +0) - @(2).

Setzt man nun die obigen Terme ein, erhélt man:

B v+ / PC) exp(~8(C — 1)) c-epase i

o0+ 57 || PO ) et

—¢<>( (e + V(1) — 5(0)).

Durch Anwendung der Kettenregel auf den Term

a T
En p(C) exp(—0(¢ — 1)) ¢—iPaye dt
Wir erhalten schliefilich:
m (T / 5(0) T8 dW(Q)
1 0%S ov
+ [ 00) 5505 + 507555 — st + V(O + GO —(0)] e

Da 7*(T) ein Martingal ist, muss der Driftterm verschwinden. Wir erhalten das gewiinschte

Resultat: o1 1 26 8V
oV _ - 025292 _
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