Das Markowitz-Modell und CAPM

Seminararbeit erstellt im Wintersemester 2009/10
von Dilyan Stoyanov

30. November 2009



Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung

2 Das Einperioden-Modell von Markowitz
2.1 Markte, die nur Risiko-Veranlagung zulassen . . . . . . .. .. .. ... ...
2.2  Erweiterung des Modells mit risikoloser Anlage . . . . . ... .. ... ...
2.3 Verlustgeschifte im Markowitz-Modell . . . . . . . .. ... ... ... ...

2.4 FEin illustratives Beispiel . . . . . . . . . ... oL

3 CAPM
3.1 Two-fund Separation Theorem . . . . . . . . . .. ... ... ... . .....

3.2 Herleitung des CAPM . . . . . . . . . ...



1 Einleitung

Ein Problem, dem Investoren immer wieder begegnen, ist die Minimierung von Risiken aus
der Veranlagung unter Einhaltung von bestimmten Nebenbedingungen an das Endergebnis.
Eine mogliche Entscheidung in solchen Situationen ergibt sich aus dem Markowitz-Modell,
wofiir Harry Markowitz mit dem Okonomie-Nobelpreis im Jahre 1990 ausgezeichnet wurde.
Die aus den Fiinfziger Jahren stammende Arbeit basiert die Wahl eines optimalen Portfolios
ausschliefllich auf die ersten zwei Momente der Returns von den zugrunde liegenden Assets.
Klarerweise stellt dies eine ziemlich grobe Projektion der Realitédt dar, da die Varianz oft
nicht das bestmogliche Risikomafl ist. Nicht zu unterschétzen ist aber die Tatsache, dass
dieses Modell zu geometrischen Interpretationen fithrt. Die zwei benotigten Parameter lassen
sich dazu leicht schétzen. Sind
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Beobachtungen fiir die Returns der vorliegenden Assets, so kénnen wir das Markowitz-Modell
mit den klassischen Schéatzern
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anwenden.

Eine Methode zur Losung von Optimierungsaufgaben unter Nebenbedingungen, die Basis fiir
die folgenden Betrachtungen bildet, ergibt sich aus dem folgenden

Satz 1.1 (Lagrange - Multiplikator) Sei g : D C R* — R™ |, m < n. Hat die Funktion
f:D CR" —= R an der Stelle y ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 und
hat die Ableitung dg(y) € R™*™ Rang m, so gibt es ein p € R™ derart, dass fir die Funktion

H:DxR™CR™W™ R,

H(z,A) := f(x) + (A g(x)) = f(z) + Z 2i9;()



(y, ) ein stationdrer Punkt ist, d.h. dH(y, ) = 0. Es gelten also an dieser Stelle die Glei-
chungen

Im zweiten Teil dieser Seminararbeit wird das Capital Asset Pricing Model (CAPM) auf-
bauend auf das Markowitz-Modell hergeleitet. Das CAPM ermoglicht es, einzelne riskante
Anlagemoglichkeiten im Kontext des gesamten Marktportfolios zu bewerten. Bei den bei-
den Modellen werden zusétzliche Annahmen getroffen, die man aber in natiirlicher Weise
argumentieren kann und die in diesem Sinne nicht beschrinkend sind.



2 Das Einperioden-Modell von Markowitz

Betrachte jetzt ein Marktmodell mit n Assets, wobei x = (2, 2s,...,2,)T € R™ der Port-
foliovektor ist, also bezeichnet z; das Kapital, das man in das i-te Asset investiert. Sei
t € R" der stochastische Vektor der Returns von allen zugrunde liegenden Assets. Unser
Portfolio liefert also bei Filligkeit die (stochastische) Rendite z”t. Wie bereits erwihnt,
benutzt das Markowitz-Modell die ersten zwei Momente. Fiihre dazu r := EM € R”,
Y= E[(t—r)(t —r)T] € R™" ein. Um die Optimierungsaufgaben zu stellen, brauchen
wir noch folgende

Definition 2.1 (Gewinn) Der Gewinn eines Portfolios mit zugehirigem Portfoliovektor x
sei die erwartete Rendite:

p(z) :=E[zTt] = 2Tr.

Definition 2.2 (Risiko) Das Risiko eines Portfolios mit zugehdrigem Portfoliovektor x sei
die Varianz der Rendite:

R(z) :==V[zTt] =E[2" (v — r)(v — r)Tz] = 2" Sz

Nun kommen wir zu unserem Optimierungsproblem - wéhle ein Portfolio, das das Risiko
minimiert, durch das Anfangskapital 1 finanziert wird und Gewinn p (in Erwartung) liefert,
also

min ER(I)
sodass el z =1, (2)
p(x) = p.

Dabei ist e := (1,1,...,1)T € R” und e’z = 1 die Budgetgleichung. Klarerweise spielt die
positive Konstante % eine rein kosmetische Rolle - diese Form vereinfacht die explizite Losung
von (2).

Im Folgenden betrachten wir aufsteigend Mérkte, die ausschliellich aus risikobehafteten An-
lagemoglichkeiten bestehen, solche, die dazu auch risikolose anbieten (eine Art festverzinsli-
ches Bankkonto), sowie Assets mit garantiertem Verlust. Dabei bekommt man verschiedene
Formen bzw. Losungen von (2), die sich auch von betriebswirtschaftlichem Standpunkt in-
terpretieren lassen.



2.1 Mairkte, die nur Risiko-Veranlagung zulassen

In diesem einfachsten Fall treffen wir folgende Annahmen:

¥ sei SPD; (A1)
r & span{e}. (A2)
(A1) besagt, dass alle Portfolios tatséchlich risikobehaftet sind. Sollte (A2) nicht der Fall
sein, so muss unter Beachtung der Nebenbedingung r = ]EM = (p,p,...,p)". Dies wird

iLA. mcht der Fall sein. Ist das jedoch erfiillt, so ist das optimale Portfolio stets durch
T = =5 gegeben, also unabhéngig von p. Wegen (A1) kénnen wir folgende Grofen defi-
nieren, d1e spater kiirzere Darstellungen von den optimalen Portfolios und deren Parameter
ermoglichen werden:

a:=el'Y e, B =Ny, =TSy, § = ay— 32
Wir kommen nun zu

Lemma 2.3 Die Konstanten «, v und § sind positiv. Es gelten ferner folgende Abschitz-

ungen:
veln o 1B B vl

)\max<2) )\min(z) )\max(z) )\mln(E) Amin(ZJ‘)
Beweis Es exisitiert eine ONB {v;}!; des R™ | die aus Eigenvektoren zu Eigenwerte {\;};
von ¥ besteht. Schreibt man e = lel CiV;, SO folgt insbesondere n = [le]|3 = Y ", ¢7. Nun
gilt

n T n n CiCo

o= cv; | 271 cv; | = CiV; —u; | = : ] T
(3] 3 (em) = (o) (S50) - X555

Somit folgt

{ N Z nl “ } B [ N (5) Am:@)]'

1=

Analog zeigt man die Abschétzung fir v. Mit r = " | d;v; folgt:

i(&)iﬁ:(ﬁ) - \/ZZ)\;Z;(Z)Z 1 1~

=1 1

- Cidi
L

i=1

B = le" S| =

Oben verwenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Da ||r|s = /> i, d7, sind wir fertig.
|



Bemerkung 2.4 Fs sei bemerkt, dass sowohl (A1), als auch (A2) fir den Beweis notwendig
ist. (A1) liefert namlich die Positivitit der Eigenwerte, (A2) bedeutet, dass e und r, also auch
die Koeffizienten beziiglich der ONB - (cy,¢a,...,c)t und (di,da, ..., d,)T - Lu. sind. Dies

hat zur Folge, dass die Ungleichung fir |B| strikt ist.

Problem 1 Lose

sodass elr =1,
rTe=p
Satz 2.5 (3) besitzt die eindeutige Losung
=Y (cie + cor), c) = 7 _55'0, Cy = ozpé— b

Beweis Die Hilfsfunktion zur Bestimmung des Lagrange-Multiplikators ist

1
H(xz; M\, A2) = §ZL’TZZL‘ + M(efz — 1)+ Xo(rfz — p).

Einsetzen in Bedingungen (1) unter Verwendung von dR(z) = 2(3z)” und Transponieren

ergibt:
0
0
X e r T .
GT )\1 = 0
rT A
’ 1
P
Daraus folgt, dass x = —X 7 (Aje + Aor) und weiters, dass
—eIS7 (Ne+ dor) =1
—r Y=Y \e + X\or) = p
<~
—)\1CY — )\Qﬂ =1
M =Xy =p
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=()=-G ) () maw(3) ()= ()

ist die behauptete Form von x gezeigt. Da die Menge N := {x € R" | T2 = 1, rTz = p}
abgeschlossen ist, muss wegen der Stetigkeit von z — R(z) = 27Xz auch das Bild R(N)
abgeschlossen sein. Da zudem ¥ positiv definit ist, gilt R(N) C (0, 4+00), also ist inf ey 3 R(z)
tatsachlich ein Minimum. |

Korollar 2.6 Das minimierte Risiko in (2) ist

_ap* =2Bp+~y

Rmin(p) 5

Ferner gilt

p

1
min len(p) = Rmin (é) = .
« (%

Beweis Aus Satz 2.5 folgt

_ T _
Ruin(p) = (E Y(cre + 027“)) Z<E Yere+ 627“)) = ci(aa + ff) + (a1 ff + e2y)
und nach Einsetzen von
v—Bp . _ar—P
5 5
bekommt man die gewiinschte Form. Die zweite Behauptung ist offensichtlich. |

C1 =

Wir sehen, dass das optimale Portfolio eine erfolgsabhéngige (p bestimmt die Koeffizienten)
Linearkombination von den erfolgsunabhingigen Portfolios ¥~ 'e und ¥~ !r ist. Es ist zudem
eine affine Funktion von p. Etwas unrealistisch erscheint die Tatsache, dass aus p < é fiir die
entsprechenden optimalen Risiken R, (p) > Rmin(i) folgt: kleinere Gewinne sind fiir den
Investor gefdhrlicher. Dies motiviert unser Bestreben, das Modell geeignet zu erweitern, um
solche Nachteile zu minimieren / vermeiden.

2.2 FErweiterung des Modells mit risikoloser Anlage

Jetzt wenden wir uns dem Fall zu, wo zu den n riskanten Veranlagungsmoglichkeiten noch das
frither besprochene ,,Bankkonto® mit einer festen deterministischen Rendite r¢ hinzugefiigt
wird. Nun wird der Portfoliovektor zu (z,xz¢) erweitert; x, t, r, 3 beschreiben nur der Risi-
koanteil des Portfolios. (A1) ist eine natiirliche Forderung an das Risikomodell, die weiterhin
erhalten bleibt; eine Modifikation von unserer Annahme (A2) ist notwendig:

r # re. (A3)



Problem 2 Lose
3 6 )
sodass elo+2° =1,
rla + ezt = p.
Satz 2.7 (4) besitzt die eindeutige Losung

<:1:) B <u2_1(r—rce)) o p—re
) " \l=pB=rra)) P a2y

Das optimale Risiko ist daher

(p—r)*
(re)2a — 2ref +
miat globalem Minimum 0 an der Stelle r¢, wobei das zugehdérige Portfolio nur in das Bank-
konto investiert.

Ruin (/)) =

Beweis Die Hilfsfunktion zur Bestimmung des Lagrange-Multiplikators ist

1
H(z, 2%, \y) = 5;1:T2x + ATz +2¢ = 1) + Tz +ra® — p).

(1) besagt nun (nach Transponieren):

0
> 0 e r x 0
0 0 1 r° Ll I
el 1 Mo
rT re Ao 1
p
Dabei sind die erten n + 1 Eintréige von der rechten Seite 0. Aus der (n + 1)-ten Zeile des
obigen Systems folgt A\ = —Aor°. Einsetzen in den ersten n Zeilen ergibt nun

=X\ (r —r).

Die (n + 2)-te Zeile liefert
2 =1+ XX (r — r).



Einsetzen von obigen Formeln fiir x und z¢ in der letzten Zeile ergibt As:

c

p—T
(re)2a —2re g+~

TS —1%) F ¢+ A el S THr — %) = p = Ny = —

Dabei ist unter (A1)

(r)a — 2r°B+ v = (r —r%) 'S (r — r) > 0.

Dass es ein Minimum tatséchlich gibt, zeigt man analog wie bei der Losung von (3). Die
behaupteten Darstellung und Eigenschaften von R, sind leicht herzuleiten. |

Die Wirkung der risikolosen Anlage erklért der folgende

Korollar 2.8 Das Risiko des optimalen Portfolios aus (4) ist stets kleiner oder gleich dem
optimalen Risiko aus (3). Wenn [ # ra gilt die Gleichheit nur im Punkt p = g::i, wo die
beiden Probleme die identischen Lisungen (x,0) bzw. x haben. Gilt 5 = r°a, so 2 =1 und

ef'r =0, wobei die Differenz der beiden Risiken stets é betrdigt:

(p=r) 1 _ar—28ptn
(re)2a —2re g+ « ) '

Beweis Bezeichne A(p) die Differenz zwischen das optimale Risiko aus (4) und dies aus (3):

_ap?=28p+ty  (p—r)
) (re)2a — 2reB + '

Klarerweise ist A eine quadratische Funktion in p:

A(p)

« 1 re B v (re)?
Alp) = =— 242 —= L ,
() ((5 (re)2a — 2rep + ”y)p + ((7‘0)204 —2reg 4~ 5)p + d (ro)2a—2reg+~
Fiir die Diskriminante bekommen wir D = 0 und aus
sgn @ L = sgn Oz((rc)Qa —2r°p + 7) —6 ) = sgn((r°a — B)?)
d  (ro)?a—2ref+v

folgt die Behauptung. |}

Es stellt sich die Frage, ob es sinvoll ist, Portfolios mit zwei oder mehr risikolose Anla-
gemoglichkeiten zu betrachten. Die Antwort liefert folgendes
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Lemma 2.9 (Arbitrage) Ein Portfolio mit mindestens zwei risikolosen Assets mit verschie-
denen Renditen r¢, r® kann jedes vorgegebene p mit Null-Risiko realisieren.

Beweis Investiere das Anfangskapital von 1 nur in die risikolosen Positionen, wobei

d

p—rT
l’c:—, l‘dzl—ajc.

TC—T’d

Dies liefert Rendite in Hohe p bei Filligkeit mit Null-Risiko. |

2.3 Verlustgeschifte im Markowitz-Modell

Das Marktmodell besteht in diesem Abschnitt aus n risikobehafteten Anlageméglichkeiten,
Bankkonto und einem Asset mit garantiertem Verlust, d.h. mit Wert 0 bei Filligkeit bzw.
Return —1. Dies erscheint zunéchst sinnlos, wir werden aber sehen, dass diese Erweiterung
im Markowitz-Kontext zu Verminderung des optimalen Risikos fiihrt. Zudem ergibt sich eine
analoge Interpretation - ist im Marktmodell erlaubt, nur einen Teil des Anfangskapitals 1
zu veranlagen, so vermeiden wir das oben eingefiihrte Prinzip des Geld-Verbrennens. Neben
(A1) und (A3) setzen wir voraus, dass

re> —1. (A4)

Diese Annahme begriinden wir mit der Tatsache, dass ¢ < r! nicht sinvoll ist. Dabei ist
r’ = —1 und 2! das in die Verlust-Anleihe investierte Kapital. Damit das Modell nicht
zuldsst, das der Investor unbeschrinkte Summen ausleihen kann, ohne dann diese Schulden

zu tilden, verlangen wir z! > 0.

Problem 3 Loise
T

1 [® > 0 0 x 1
minl 3 x© 0 00 2¢ | =min -z'Sx
w2\ 0 0 0/ \ :
sodass elox+ a4+ =1, (5)

rle 4+t — ot = p,

2t > 0.

Satz 2.10 (5) besitzt eine eindeutige Losung. Ist p < ¢, so gilt

Ic:p+1 xl_rc_p

=0 = .
=5 re+1’ re 41

11



Die Rendite p wird in diesem Falle ohne Risiko realisiert. Gilt p > r¢, so 2' = 0 und ¢ sowie
x haben die gleiche Form wie in der Lisung von (4).

Beweis Wir gehen folgendermafien vor: zunichst halten wir z! fest, bekommen eine Losung
x von (5), die von ! abhiingt, und minimieren im Anschlufi das Risko als Funktion von !
unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung x' > 0. Analog wie in (4) bekommen wir

0

X 0 e r T 0
0O 0 1 r¢ |
GT 1 )\1 - 0
rT re A 1— 2

p—i—xl

Man erhalt sukzessive

)\1 = _TC)\27

r= MY r% — 1),
2¢=1—a' = NS (r% — 1),
ptat =TS (r%e — 1)

/r-C

xc

Die letzten zwei Gleichungen ergeben

) _rc—p—(rc+1)xl
2 a(re)? —28rc 4+~

Jetzt wollen wir

2TYr — min <=
= A2(r%e” —r)(ETHTEN T (r% — 1) — min <—
< A (a(r)? = 2Br° +v) — min <>

= (r°—p— (r° + 1)2")? — min.

Ist ¢ < p, so wird das Minimum unter Beachtung von 2! > 0 im Punkt 2! = 0 erreicht.
Andernfalls folgt 2! = :Z:f Die angegebene Darstellung der Losung bekommt man jetzt
unmittelbar. |

Im Markowitz-Modell wird eine (grofie quadratische) Abweichung von dem festgelegten Ziel
bestraft. Dies hat zur Folge, dass eine erwirtschaftete Rendite in Hohe von p — € genauso

12



unerwiinscht ist als solche in Hohe von p + €. In diesem Zusammenhang wird das unnotige
Kapital zur Erreichung des Ziels, welches eine Risikoquelle darstellt, verbrennt. Man verlangt
nicht, dass eine maximale Rendite erreicht wird, sondern sucht gezielt nach Moglichkeiten, p in
Erwartung zu gewinnen und das Risiko dabei minimal zu halten. Eine Motivation dafiir kann
z.B. das Bestreben sein, den Erfolg im Geschéftsjahr moglichst stabil zu halten und extreme
Ereignisse wie sehr hohe Gewinne oder Verluste in den einzelnen Quartalen zu vermeiden.

Die bereits besprochene dquivalente Formulierung ergibt sich aus dem folgenden

Lemma 2.11 (5) ist dquivalent zu einer Modifikation von (4), wobei die Budgetgleichung
elx +2¢ =1 durch die Budgetungleichung e’z + x¢ < 1 ersetz wird. Diese Bedingung besagt,
dass es gestattet ist, weniger als 100% des vorhandenen Kapitals zu veranlagen.

Beweis Fiihre eine Hilfsvariable A > 0 ein, um e’z +2¢ < 1l als e’z + 2+ A = 1 zu

schreiben. Diese Formulierung ist nun offensichtlich dquivalent zu (5), wobei A =z!. |

2.4 Ein illustratives Beispiel

Im Folgenden betrachten wir die drei besprochenen Varianten des Markowitz-Modells mit
0.4

r©=0.2,r= | 0.6 | und der (zufillig erzeugten) SPD Matrix
0.8

1.5004 1.3293 0.8439
Y= |1.3293 1.2436 0.6936
0.8439 0.6936 1.2935

Die Returns sind absichtlich grof§ gewéhlt. In diesem Falle gilt

a=12281, B=12242, ~=1.8009, &= 0.7129.

13



e Nur risikobehaftete Anlagemoglichkeiten

Markowitz—Modell : nur risikobehaftete Anlagen

4 T T T T T T T T
Asset 1
Asset 2

3 Asset 3 |]

Struktur des optimalen Portfolios

Il Il Il
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Gezielte Rendite

Optimales Risiko im Markowitz—Modell

[
[

= = = N N
N o o) ) [N i

Risiko des optimalen Portfolios

=
N

Il Il
0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Gezielte Rendite

0.8
0
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e Risikobehaftete Anlageméglichkeiten und Bankkonto

Struktur des optimalen Portfolios

Risiko des optimalen Portfolios

Markowitz—Modell : Erweiterung mit Bankkonto

25 T
Asset 1
2 Asset 2
Asset 3
15 Bankkonto

1
0.5

0
-0.5

!
-1.5

-2
-2.5 : : : : : : : : :

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Gezielte Rendite
. Risikovergleich nach Erweiterung mit Bankkonto
| Nu‘r risikol;ehaﬁet;e Anlagen
Modell erweitert mit Bankkonto

2.5

15

0.5

Il Il Il
0.8 1 1.2
Gezielte Rendite

14

O |
0.6

1.6 18
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e Risikobehaftete Anlagemoglichkeiten, Bankkonto und Verlust-Anleihen

Struktur des optimalen Portfolios

Risiko des optimalen Portfolios

Markowitz—Modell mit garantiertem Verlust
T

25 T T T T T
ol
15
0.5}
0
-0.5-
_17
Asset 1
—1.5 — Asset2
Asset 3
=2 Bankkonto
Verlust
_2.1- Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Gezielte Rendite
Markowitz—Modell : Risiko mit Verlust-Anleihen
2.5
2l

151

0.5F

0.8 1 1.2
Gezielte Rendite
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3 CAPM

Bei unseren Betrachtungen des Markowitz-Modells haben wir die Veranlagungstétigkeit im
Kontext eines 6konomischen Systems, das als gegeben vorausgesetzt wurde, studiert. Es stellt
sich die Frage, wie die (eventuell homogenen) Entscheidungen von den einzelnen Investoren
den Markt in seiner Génze beinflussen. Das CAPM bestimmt theoretische Gleichgewichts-
kurse, die sich einstellen, wenn risikoaverse Marktteilnehmer entsprechend der Markowitz-
Portfoliotheorie effiziente Portfolios zusammenstellen. Dieses Modell wurde von William Shar-
pe, John Lintner und Jan Mossin in den Sechziger Jahren unabhéngig voneinander entwickelt.

3.1 Two-fund Separation Theorem
Wir haben gezeigt, dass (4) die eindeutige Losung
z\ [ pXHr —rc) o p—re
z¢)  \1—p(B—ra))’ fe= (ro)2a — 2ref 4+~

besitzt; p ist offensichtlich eine affine Funktion in p, also sind x und z¢ affin in p. Dies
motiviert der folgende

Satz 3.1 (Two-fund Separation Theorem) Sei p € R beliebig aber fest und bezeichne L(p)
das optimale Portfolio aus

1 T
min — * ~ 0 T) = min leEx
T,x° 2 ZUC O O ZUC x 2

sodass elo+2° =1,

rle + 1zt = p.
Sind p1,ps € R, p1 # pa, so existiert ein eindeutiges 0 € R, sodass p = 0p; + (1 — 0)ps. Es

gilt
L(p) = 0L(p1) + (1 — 0)L(p2).

Beweis Klarerweise ist 6 = 7)”1__—’;22. Es gilt

e p—re _ pr—r° +(1—0) p2—r°
(re)?a — 2ref + (re)2a —2ref +~ (re)2a—2ref+~
H1 2

17



Daher

B (9 1+ (1 — (9) 2)2_1(7” — Tce) _
L(p) = (1 _M(gm +(1 —MG)uz (B - TCO‘)) B

_ g mETHr %) _ X r —re) ) _
=0 ((1 S )(B - rCoo) +{1=6) <<1 ) (6~ r6a>> -
=0L(p1) +(1—0)L(p2). 1

Kennen wir also die optimalen Portfolios L£(p1), L£(p2) zu zwei verschiedenen Gewinnen, so
kénnen wir das optimale Portfolio zu einem beliebigen Gewinn p bestimmen.

3.2 Herleitung des CAPM

Neben den Annahmen (A1) und (A3) setzen wir in diesem Abschnitt weiters voraus, dass die
Investoren eine Entscheidung iiber die zu erwartende Rendite treffen, und im Anschluss stets
das zugehorige optimale Portfolio nach dem Markowitz-Modell auswéhlen. Dariiber hinaus
beschrinken wir uns auf dem Fall, wo alle Investoren mit dem Anfangskapital 1 starten und
dieses dann vollsténdig veranlagen.

Definition 3.2 (Market Portfolio) Der Markt-Portfoliovektor M ist die Summe aus allen
einzelnen Portfoliovektoren im Marktmodell.

Gemiil dieser Definition ist M7 (¢, 7¢) die absolute Markt-Rendite. Sei jetzt p; die gezielte
Rendite des i-ten Investors, wobei i € {1,2,..., N} und N die Anzahl der Anleger ist. Er
wéhlt also nach obiger Annahme das Portfolio £(p;) aus. Gilt p; = py = -+ = py, so ist
M = NL(py). Im Falle, dass sich zwei Investoren (0.B.d.A der 1. und 2.) verschiedene Ziele
gesetzt haben, so kénnen wir die restlichen geplanten Renditen als Konvexkombinationen
mit bestimmten Koeffizienten von diesen schreiben:

Vi€{3,4,...,N} HezERPz:02p1+(1_ez)p2
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Nach dem vorigen Abschnitt gilt daher £(p;) = 6;L(p1) + (1 — 60;)L(p2), 3 < i < N. Daraus
folgt

M =3 Lpi) =

- (1 + Z\;@i)ﬁ(pl) + (N -1- Z&)ﬁ(pz) =

1=

1+ 0, N-1-%N9,
G a(3))

Da jetzt in den Klammern eine Konvexkombination steht, gilt

1 N 0 N—-1-S"0,
M:Nﬁ( +§\;3 p1+ 21:3 p2):

-ve(530)

=1

Mit p == ~ ZZ]\LI p; ist damit M = NL(p). Diese Formel bleibt richtig auch wenn {p;}¥,
alle gleich sind. M ist das Vielfache eines optimalen Portfolios, welches wir bereits studiert
haben. Genauer hat es die Form

x _ aX =t (r —ré) _ p—re
= NE — N _ = .
(.TC> (p) (1 _ M(ﬂ _ TCO{> I ,U/ (TC)QOK . 27"06 + '7
Unter der realistischen Annahme, dass die Nachfrage und das Angebot an risikolose Anla-
gemoglichkeiten im Gleichgewicht sein sollen, bekommt man sofort die Bedingung

a(re)? — 20r¢ +
b —rea

p=r°+

B # T (6)

Diese Annahme treffen wir im Folgenden. Die absolute Markt-Rendite ist gegeben durch die
Zufallsvariable

M = N(ptTZl(r —re) + (1 — a8 — rCa))rc),

wobei die risikolose Komponente nach obiger Vermutung wegfillt. Ein Ziel des CAPM ist
wie bereits erwahnt, die Abhéngigkeit eines einzelnen risikobehafteten Asset von dem ganzen
Markt-Modell, also von dem Markt-Portfolio, zu quantifizieren. Wir betrachten dazu fiir
i€{1,2,...,n} die Kovarianzen

Cov(tM, ;) = Cov(tM, el't),

7
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wobel ¢; der i-te Einheitsvektor des R” ist. Mit

E(M) = Nar?S7Y(r — r), E(eft) = elr

i
bekommen wir

Cov(tM,el't) = NE (t — T)T/]E_l(r —r) (t — T)Tei]

Mit Satz 2.7 und unter obiger Annahme erhélt man
p—r°=(B—ar)Rumn(p).

Daraus ergibt sich unmittelbar die Aussage des CAPM:

_ Cov(tM, ;)

Cc

r;— T (p—1°).
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